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Vir illus tris s i me t 

Patronos Eulcriano fripto quare re necejfe neutiquam ejje T 
Mathematicarum Dijciplinarum cultoribus fatis confiat. Sciunt 
utique illi, varias earum partes novis eum luminibus fic illuf 
trajfe , ut inde merito clariffimi rerum in his abfirufijfimarunt 
interpretis locum fit confequutus. Quem quin egregie tueatur y 
immo tollat fe altius quoque opere ijlhoc , nemo dubitabit , 
certior hifce faclus , indulfjfe Te mihi , ut illufiriffimo nomini 
Tuo dicatum publice prodiret . Pertinere autem hoc in me 
collatum beneficium ad Auctoris decus probe intelligens , Ipje „ 
ut eo uterer , lubens concejfit ; & cum in rem meam faciat 
omnimodo , qui neglexijjem ? 


Digitized by Google 


Ab his equidem , quibus Libros infcribunt , fibi neficio quid 
ideo deberi , plerique taciti confiituunt ; acceptaque beneficia 
quodammodo remunerari, ut fiefie fere nexu liberent omni. Ego 
vero fecus fenlio. Mihi certe merum efi beneficium patroni , 
quod ficriptoris aut excujoris opera id genus honore condecorari 
patiantur. Hac mente utique Tibi , Vir Illustrissime, animi 
gratijjimi fiummeeque obfervantia profejjionem hifice publicam 
excipias , rogo. 

Paratum promptumque' fiemper juvandis litterarum Jludiis qui 
Te novit , & notus vel hoc nomine es cuicumque in Republica 
doctorum Europa totius non hofpiti , plurimis officiis mea etiam 
conditionis homines a Te affeSos fiuiffie fiatuat neceffie efi. 
Nempe , tanquam Tibi uni effiet injunctum curare , ut floreant 
humanum ingenium illufirantes fidentia omnes , hominumque 
in ufius adinventa artes , ad fingulis infiervientiirm artifices 
etiam ' Te demittere dignaris , vel ab illa fublimium rerum 
perficrutatione , Calive ipfius Tibi tam nota regione, ut qua 
hucufque mentes hominum metu complebant phanomena minus 
intellecta , per Te jam grato tantum admirationis fienfu con- 
templentur , earumque caufas habeant perfpectas. 

Hinc ille veluti ex condicto Academiarum Orbis eruditi 
concurfus, ut adleclum Te catui Juo confequerentur , ornamento 
alias carituro infigni , quo cateras nollent pra fe frui. Hinc 
inprimis lllufiriffiima Parifienfis de Te judicium , cum ageretur 


VI E ? I S 7. D E D I C A T. 

de fucceffore fujficiendo in locum emeriti Fontenellii , Viri i 
cujus ex ore calamoque Jluere Scientiarum Artiumque omnium 
cxquifitiores divitia: , ele gantieeque univerfx perpetuo vifoe funt , 
& videbuntur dum fani finfus quicquani humano ingenio erit. 
Tibi , fcilicet , Commentariorum Academia confcribendorurn 
provincia , cui pratfeclus ille erat , demandabatur continuo i 
quam , ut ornare diutius voluijfes , docli omnes optabant : hoc 
uno minus dolentes Te aliter cenfuijfe , quod aliis Tibi magis 
placituris , . pwfuturifque nihilominus litteris in univerfunt 
eruditionis ingeniiye thefauros impenderes. Quod ut ad ultimas 
tifque metas hominum vitte pofitas incolumis , florens , atque 
beatus praejies , omni votorum contentione precor. Vale ! 

Datam :t*<r die I. Aprilif, 

Aiini £1» Dionyf* 17 fd. 
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S.tpe numero animadverti , maximam difficultatum partem, 
quas Mathcfcos cultores in addifcenda Analyfi infinitorum offen- 
dere folent , inde oriri , quod , Algebra communi vix appre- 
henfa, animum ad illam fublimiorem artem appellant ; quo fit , 
ut non folum quali in limine fubfillant , fed etiam perverfas ideas 
illius infiniti, cujus notio in fubfidium vocatur, fibi forment. 
Quanquam autem Analyfis infinitorum non perfe&am Algebra; 
communis , omniumque artificiorum adhuc inventorum cogni- 
tionem requirit; tamen plurima: extant quxftiones, quarum 
evolutio difcentium animos ad fublimiorem fcientiam prxpa- 
rare valet , qua: tamen in communibus Algebrx clementis , 
vel omittuntur , vel non fatis accurare pertractantur. Hancob 
rem non dubito , quin ea , qux in his libris congeffi , hunc 
defeCtum abunde fupplere queant. Non folum enim operam 
dedi , ut eas res , quas Analyfis infinitorum abfolute requirit , 
uberius atque dillinCtius exponerem , quam vulgo fieri folet ; 
fed etiam latis multas quxltiones enodavi , quibus LeCtorcs 
fenfim & quafi prxtcr expeCtationcm ideam infiniti fibi fa- 
miliarem reddent. Plures quoque quxftiones per prxeepta 
communis Algebra; hic rcfolvi , qux vulgo in Analyfi infiut- 
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torum tra&autur : quo facilius deinceps utriufque Metliodi 
fumnius confenfus eluceat. 

Diviti hoc Opus in duos Libros , in quorum 'priori , qua: 
ad meram Analyfin pertinent , fum complexus : in pofteriori 
vero , qua: ex Geometria funt fcitu necelfaria , explicavi , 
quoniam Analyfis infinitorum ita quoque tradi folet , ut fimul 
ejus applicatio ad Geometriam offendatur. In utroque autem 
prima Elementa pritsymifi , eaque tantum exponenda duxi , 
qua: alibi , vel omnjpo non , vel minus commode tradtata , 
vel ex diverfis principiis petita reperiuntur. ' * 

In primo igitur Libro , cum univerfa Analyfis infinitorum 
circa quantitates variabiles carumque Fun&iones verfetur , 
hoc argumentum* de Funtftionibus imprimis fulius expofui ; 
atque FuntSHonum tam transformationem, quam refolutionem 
& evolutionem per feries infinitas demonidravi. Complures 
enumeravi Funftionum lpecies, quarum in Analyfi fublimiori 
prscipue ratio eft habenda. Primum eas diltinxi in algebraicas 
& tranfeendentes ; quarum ilis per operationes in Algebra 
communi ufitatas ex quantitatibus variabilibus formantur , has 
vero vel per alias rationes componuntur , vel ex iifdem ope- 
rationibus infiniries repetitis efficiuntur. Algebraicarum func- 
tionum primaria fubdivifio fit in rationales & irrationales , 
priores docui cum in partes fimpliciores , tum in fa&ores re- 
folvere ; qui operatio in Calculo integrali maximum adju- 
mentum affert ; pofteriores vero , quemadmodum idoneis fubf- 
titutionibus ad formam rationalem perduci queant oflendi. 
Evolutio autem per feries infinitas ad utrumque genus atque 
pertinet , atque etiam ad Fun&iones tranfeendentes fumma 
cum utilitate applicari folet ; atquanropcre doftrir.a de ferie- 
bus infinitis Analyfin fublimiorem amplificaverit , nemo eft 
qui ignoret. Nonnulla igitur adjunxi Capita , quibus plurium 
ferierum infinitarum proprietates , atque fummas fum ferura- 
tus ; quarum quidam ita funt comparati , ut fine fubfidio 
Analyfis infinitorum vix invefiigari polfe videantur. Hujufmodi 

feries 
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feries funt, quarum fummaftexprimuntur , vel per Lcgarith- 
mos vel Arcus circulares ; quae quantitates cum fint tran- 
fcendentes, dum per quadraturam Hypcrbolx & Circuli ex- 
hibentur , maximam partem demum in Analyfi infinitorum 
tra clari funt foiitax Poflcjuam autem a poreftatibus ad quan- 
titates exponentiales efiem progrefliis , qux nil aliud funt 
nifi porcflates , quarum exponentes funt variabiles ; ex earum 
converfione maxime naturalem ac foecundam Logarithmorum 
ideam fum adeptus : unde non folum amplifiimus eorum ufus 
fponte eli confecutus , fed etiam cx ca eundas feries infinitas , 
quibus vulgo illx quantitates reprxfentari folent , elicere licuit : 
hincquc adeo facillimus fe prodidit modus Tabulas Logarit li- 
morum conftruendi. Simili modo in contemplatione Arcuum 
circularium fum verfatus ; quod quantitatum genus , etli a 
Logarithmis maxime eft diverfum , tamen tam ardo vinculo 
eli connexum, ut dum alterum imaginarium fieri videtur, 
in alterum tranfeat. Repetitis autem ex Geometria qux de 
inventione Sinuum & Cofinuum Arcuum multiplorum ac fub- 
multiplorum traduntur , ex Sinu vel Cofinu cu jusque Arcus 
exprefli Sinum Cofinumque Arcus minimi & quafi cvanefcentis, 
quo ipfo ad feries infinitas fum dedudus : unde , cum Arcus 
evanefcens Sinui fuo fit xqualis , Cofinus vero radio , quem- 
vis Arcum cum fuo Sinu & Cofinu ope ferierum infinitarum 
comparavi. Tum vero tam varias exprefliones cum finitas tum 
infinitas pro hujus generis quantitatibus obtinui , ut ad earum 
naturam perfpiciendam Calculo infinitefimali prorfus non am- 
plius e flet opus. Atque quemadmodum Logaritbmi peculiarem 
Algorithmum requirunt , cujus in univerfa Analyfi fummus 
extat ufus , ita quantitates circulares ad certam quoque Algo- 
rithmi normam perduxi ; ut in calculo xque commode ac 
Logarithmi & ipfx quantitates algebraicx tradari poflenr. 
Quantum autem hinc utilitatis ad refolutionem difficillimarum 
quxltionum redundet , cum nonnulla Capita hujus Libri lucu- 
lenter declarant , tum ex Analyfi infinitorum plurima fpeci- 

* * 
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mina proferri pofTent , nifi jam^tis efient cognita & in (Jies 
magis multiplicarentur. Maximum autem hsc inveftigatio at- 
tulit adjumentum ad Fundtiones fraitas in factores reales refol- 
vendas ; quod argumentum, cum in Calculo integrali fit pror- 
fus necefiarium , diligentius enucleavi. Series poftmodum in- 
finitas , qua: ex hujusmodi Functionum evolutione nafcuntur 
& que recurrentium nomine innotuerunt, examini fubjeci ; 
ubi earum tam fiimmas quam terminos generales , aliafque 
infignes proprietates exhibui: & quoniam ad hxc refolutio 
in f, (flores manuduxit, ita viciffim , quemadmodum produCta 
ex pluribus , imo criatu infinitis , faftoribus conflata per 
multiplicationem in feries explicentur, perpendi. Quod nego- 
tium non fotum ad cognitionem innumerabilium ferierufn viam 
aperuit , fed quia hoc modo feries in producta ex infinitis 
factoribus conflantia refolverc licebat, fatis commodas inveni 
exprefiior.es numericas , quarum ope Logarithmi Sinuum , 
Cofinuum & Tangentium facillime fupputari pofiimt. Prx- 
t: rea quoque ex eodem fonte folutiones plurium quxfiionum, 
qux circa partitionem numerorum proponi pofiimt , derivavi ; 
cujufmodi quxfiioncs fine hoc fubfidio vires Analyfeos fupe- 
rarc videantur. Hxc tanta materiarum diverfitas in plura 
volumina facile excrefccre potuifiet ; fed omnia , quantum 
fieri po;uit, tam fuccincte prepofui, ut ubique fundamen- 
tum clariflimc quidem explicaretur , uberior vero amplifi- 
catio induftrix Lectorum relinqueretur ; quo habeant , qui- 
bus vires fuas exerceant , finefqne Analyfeos ulterius pro— 
moveant. Neque enim vereor profiteri , in hcc Libro non 
folum mutra plane nova contineri ; fed etiam fontes cfie de- 
tectos , urde plurima infigr.ia inventa adhuc hauriri queant. 
Eodem infiituto fum ufus in altero Libro, ubi , qux vulgo 
ad Geometriam fublimiorem referri folent , pertractavi. An- 
tequam aurem de Sectionibus Conicis , qux alias fere folae 
hunc locum occupant, agerem ; Theoriam Linearum Cur- 
varum in genere ita propofui , ut ad ferutationem natur* 
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quarumvis Linearum Curvarum cum utilitate adhiberi 
pollet. Ad hoc nullum aliud fubfidium affero , pritcr 
aequationem , qua cujufque Linei Curvi natura exprimitur ; 
ex eaque cum figuram , tum primarias proprietates dedu- 
cere doceo : id quod potiflimum in Sectionibus Conicis 
priltitiife mihi fum vifus ; qui antehac vel fecundum fo- 
lam Geometriam vel per Analyfin quidem , fed nimis im- 
perfedte ac minus naturaliter , rradtari funt foliti. Ex iqua- 
rione fcilicet generali pro Lineis fecundi ordinis primum 
earum proprietates generales explicavi, tum eas in genera 
feu fpecies fubdivili ; refpiciendo utrum habeant ramos in 
infinitum excurrentes , an vero tota Cuna finito fpatio 
includatur. Priori autem cafu infuper difpiciendum erat , 
quot fint rami in infinitum excurrentes , & cujus naturi 
fint finguli ; an habeant Lineas redtas afymtotas , an minus. 
Sicque obtinui tres confuetas Sectionum Conicarum fpecies ; 
quarum prima eft Ellipfis , tota in fpatio finito contenta ; 
fecunda autem Hyperbola , qui quatuor habet ramos infi- 
nitos ad duas redtas afymptotas convergentes; tertia vero 
fpecies prodiit Parabola duos habens ramos infinitos a fy ni- 
toris deftitutos. Simili porro ratione Lineas tertii ordinis 
fum perfecutus , quas , poft expofitas earum proprietates 
generales , divifi in fedecim genera ; ad eaque omnes fep- 
tuagenta du3S fpecies Newioni revocavi, lpfam vero 
methodum ita clare defcripfi , ut pro quovis Linearum or- 
dine fequente • divifto in genera facillime inftitui queat ; 
cujus negotii periculum quoque feci in Lineis quarti ordi- 
nis. His deinde , qui ad ordines Linearum pertinent , ex- 
peditis , reverfus fum ad generales omnium Linearum af- 
fedliones eruendas. Explicavi itaque methodum definiendi 
tangentes curvarum , carum normales , atque etiam ipfam 
curvaturam , qui per radium ofculi eftimari lolet : qui 
etfi nunc quidem plerumque Calculo differentiati abfolvun- 
tur, tamen idem per folam communem Algebram hic 
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praffiti , ut deinceps tranfitus ab Analyfi finitorum atf 
Analyfin infinitorum eo facilior recidatur. Perpendi etiam 
curvarum puncta flexus contrarii, cufpides , pundta dupli- 
cia , ac multiplicia ; modumque expofui haec omnia ex 
aquationibus fine ulla difficultate definiendi. Interim tamen 
non nego, has qutefliones multo facilius Calculi differen- 
tialis ope enodari pofle. Attigi quoque controverfiam de 
cufpide fecundi ordinis , ubi ambo arcus in cufpidem coeun- 
tes curvaturam in eandem partem vertunt ; eamque ita 
compofuille mihi videor , ut nullum dubium amplius fupe- 
relle polfit. Denique adjunxi aliquot Capita , in quibus Li- 
neas Curvas , qua: datis proprietatibus gaudeant , invenire 
docui ; pluraque tandem Problemata circa Angulares Cir- 
culi fe&iones foluta dedi. Qua: cum fint ea ex Geometria , 
qua: ad Analyfin infinitorum addifeendam maximum ad- 
miniculum afferre videntur , Appendicis loco ex Stereomc- 
tria Theoriam folidorum eorumque fuperficierum per Cal-. 
culum propofui & quemadmodum cujufque fuperficiei na- 
tura per a:quationem inter tres variabiles exponi queat , 
offendi. Hinc, fupetficiebus infiar linearum in ordines di- 
geffis , fecundum dimenfionum quas variabiles in aquatione 
conffiruunt numerum , in primo ordine 1'olam fuperficiem 
planam contineri offendi. Superficies vero fecundi ordinis , 
ratione habita partium in infinitum expanfarum , in fex ge- 
nera divifi ; fimilique modo pro ceteris ordinibus divifio inf- 
titui poterit. Contemplatus fum quoque intcrfecliones dua- 
rum fuperficierum ; qua cum plerumque fint curva: non in 
eodem plano lira: , quemadmodum aquationibus comprehendi 
queant , monflravi. Tandem etiam politionem planorum tan- 
gentium , atque redtarum, qua: ad fupcrficies fint normales, 
determinavi. 

De cetero , cum non paucte res hic occurrant ab aliis 
jam tradlata: , veniam rogare me oportet , quod non ubi- 
que honorificam mentienam eorum , qui ante mc in eodem 
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genere elaborarunt, fecerim. Cum enim mihi propofitum eflet 
omnia quam breviflime pertrabare , Hiftoria cujufque Pro- 
blematis magnitudinem operis non mediocriter auxiflct. In- 
terirn tamen plerique queftiones , quae alibi quoque fo- 
lut$ reperiuntur, hic folutiones ex aliis principiis funt 
nafbe; ita ut non exiguam partem mihi vindicare pofTem. 
Spero autem cum i (la , tum ea potiffimum , quae prorfus 
nova hic proferuntur , plerifque, qui hoc ftudio deleban- 
tur, non ingrata e(Te futura. 
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ANALYSIN INFINITORUM. 

LIBER PRIMUS, 

CONTINENS 

Explicationem de Fun&ionibus quantitatum variabilium ; earum 
refolutione in Fadlores , atque evolutione per Series infini- 
tas : una cum do&rina de Logarithmis , Arcubus circula-, 
ribus , eorumque Sinubus & Tangentibus ; pluribufque aliis 
rebus , quibus Analyfis infinitorum non mediocriter adju- 
vatur. 


Euleri Introduci, in Anal, infin. 

r 
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LIBER PRIMUS. 


CAPUT PRIMUM. 


DE FUNCTIONIBUS IN GENERE.|^S^ 

(^) v AN T I Tj4S conjlans ejl quantitas determinata , ptrpefrt »- — 
eumdem valorem Jervans. 


Ejufmodi quantitates funt numeri cujufvis generis , quippe 
qui eumdem , quem femel obtinuerunt , valorem conflanter 
confervant : atque fi hujufmodi quantitates conflantes per 
characteres indicare convenit , adhibentur litterae Alphabethi 
initiales a, b , c , &c. In Analyfi quidem communi , ubi tantum 
quantitates determinatae confiderantur , ha; litterae Alphabethi 
priores quantitates cognitas denotare folent , pofleriores vero 
quantitates incognitas ; at in Analyfi fublimiori hoc difcrimen 
non tantopere fpedlatur , cum hic ad illud quantitatum dif- 
crimen praecipue refpiciatur , quo aliae conflantes , aliae vero 
variabiles llatuuntur. 
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4 DE FUNC TIONIBUS 

L i b. I. 2. Quantitas variabilis efl quantitas indeterminata feu univerfa- 
lis , qua omnes omnino valores determinatos in fe complectitur. 

Cum ergo omnes valores determinati numeris exprimi queant, 
quantitas variabilis omnes numeros eujufvis generis involvit. 

. Quemadmodum fcilicer ex ideis individuorum formantur idea: 
fpecierum & generum ; ita quantitas variabilis eft genus , fub 
quo omnes quantitates determinatae continentur. Hujufmodi 
autem quantitates variabiles per litteras Alphabethi pollremas 
| , y , x , &c. repraefentari folent. 

9. Quantitas variabilis determinatur , dum ei valor quicunque 
determinatus tribuitur. 

Quantitas ergo variabilis innumerabilibus modis determinari 
poteft , cum omnes omnino numeros ejus loco fubftituere liceat. 
Neque fignificatus quantitatis- variabilis exhauritur, nifi omnes 
valores determinati ejus loco fuerint fubftituti. Quantitas ergo 
variabilis in fe compleflitur omnes prorfus numeros , tam affir- 
mativos quam negativos , tam integros quam fradlos , tam ra- 
tionales quam irrationales & tranfeendentes. Quinetiam cyphra 
& numeri imaginarii a fignificatu quantitatis variabilis non ex- 
cluduntur^ 

4. Functio quantitatis variabilis , ejl exprefjio analytica quomo- 
docunque compojita ex illa quantitate variabili , & numeris feu 
quantitatibus conflantibus. 

Omnis ergo expreffio analytica , in qua praeter quantitatem 
variabilem j omnes quantitates illam expreffionem componentes 
funt conflantes , erit Fun&io ipfius ^ : Sic a + J{;a^ — 4^ ; 
a { + & V ( ua — {{ ) » c' ; &c. fuut Fundtiones ipfius 

5. Functio ergo quantitatis variabilis ipfa erit quantitas variabilis.. 

Cum enim loco quantitatis variabilis omnes valores determi- 
natos fubffituere liceat , hinc Funflio innumerabiles valores de- 
terminatos induet; neque ullus valor determinatus excipietur, 
quem Funftio induere nequeat, cum quantitas variabilis quoque 
valores imaginarios involvat. Sic etfi hate Funflio V (5 — ) , 

numeris rcalibus loco ^ fubftituendis , nunquam valorem terna- 
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ro majorem recipere poteft ; tamen ipfi ^ valores imaginarios c AP . j. 

tribuendo ut 5 V — 1 > nullus affignari poterit valor determinatus 

quin ex formula V ( 9 — ^ ) elici queat. Occurrunt autem non- 
nunquam FunCtiones tantum apparentes , quae , utcunque quan- 
titas variabilis varietur , tamen ufque eumdem valorem retiuent,. 

ut{°; 11 »' a d ~ a } , quae, etft fpeciem FunClionis mentiuntur, 
tamen revera funt quantitates conflantes. 


6 . Praecipuum Functionum diferimen in modo compositionis , 
quo ex quantitate variabili & quantitatibus conflantibus formantur , 
pofltum efl. 

Pendet ergo ab Operationibus quibus quantitates inter fe com- 
poni & permifeeri poffunt : qua; Operationes funt Additio & 
SubtraCtio ; Multiplicatio & Divifio • EveClio ad Poteflates & 
Radicum Extra&io; quo etiam Refolutio Aequationum efl refe- 
renda. P raster has Operationes , qua: algebraicae vocari folent y 
dantur complures aliae tranfeendentes, ut Exponentiales , Loga- 
rithmicae, atque innumerabiles alite, quas Calculus integralis 
fuppeditar. 

Interim fpecies quasdam Fundlionum notari poliunt; ut mul- 
tipla ; j{; a { ; &c. & Poteflates ipfius { , ut f ; 

f ' ; &c. qua: , uti ex unica operatione funt defumtse T 

ita exprelliones qui ex operationibus quibufeunque nafcuntur ,. 
FunCtionum nomine infigniunrur. 

7. Functiones dividuntur in Algebrakas & Tranfeendentes 
illa furu , qua componuntur per operationes algebraicas folas ; 
ha vero , in quibus operationes tranfeendentes injunt. 

Sunt ergo multipla: ac Poteflates ipfius ^ FunCtiones algebrai- 
cae ; atque omnes omnino expreffiones , quae per operationes 
algebrakas ante memoratas formantur , cujufmodi efl 



Quinetiam Functiones algebraicae 


faepenumero nequidem explicite exhiberi poffunt , cujufmodi 
FunCtio ipfius ^ efl Z , fi definiatur per hujufmodi aequationem 
'A' x=.a[\Z' — bf Z' + cf Z — 1. Quanquam enim hic 
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6 DE FUNCTIONIBUS 

L i b. I. squatio refolvi nequit ; tamen conflat Z aquari expreflioni cul- 

piam ex variabili ^ & conflantibus compofits ; ac propterea 

fore Z Fundtionem quamdam ipfius Cxterum de Funftioni- 
bus tranfcendentibus notandum efl , eas demum fore tranfcen- 
dentes , fi operatio tranfcendens non folum ingrediatur , fed 
etiam quantitatem variabilem afficiat. Si enim operationes tranf- 
cendentes tantum ad quantitates conflantes pertineant , Fundfio 
nihilominus algebraica efl cenfenda : uti fi c denotet circumfe- 
rentiam Circuli , cujus radius fit = i , erit utique c quantitas 
tranfcendens , verumtamen hx exprefliones c -f- ^ ; cr’ ; 4 ^ &c, 
erunt Fundtiones algebraics ipfius Parvi quidem efl momenti 
dubium quod a quibufdam movetur, utrum ejufmodi expreflio- 

nes ^ Fundiionibus algebraicis annumerari jure poffint , nec- 
ne ; quinetiam Poteftates ipfius ^ , quarum exponentes fint nu- 
meri irrationales, uti f nonnulli maluerunt Fun&iones inter- 
fcendentes quam algebraicas appellare. 

8. Functiones algebraica fubdividuntur in Rationales & Irratio- 
nales : illa funt , Ji quantitas variabilis in nulla irrationalitate 
involvitur ,• ha vero , in quibus figna radicalia quantitatem varia- 
bilem afficiunt. 

In Fundfionibus ergo rationalibus alis operationes prxter Ad- 
ditionem , SubtradHonem , Multiplicationem , Divifionem , & 
Evedlionem ad Poteftates , quarum exponentes fint numeri in- 
tegri , non infunt : erunt adeo u + a — {> a {S i 

a f — bf ; &c. Fundfiones rationales ipfius At hujufmodi 
exprefliones V{ »' a + V (a a — ^ V ( a — 1 { + { { ) : 
a - g a ^ ^ erunt Fundtiones irrationales ipfius 

lix commode diffinguntur in Explicitas 6 ' Implicitas. 

Explicitx funt , qux per figna radicalia funt evolutx , cujufi- 
modi exempla modo funt data. Implicitx vero Fundliones irra- 
tionales funt qux ex refolutione squationum ortum habent. 
Sic Z erit Fundtio irrationalis implicita ipfius f , fi per hujufmodi 
xquationem Z = a { Z‘ — bf definiatur ; quoniam valorem 
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explicitum pro Z, admiffis etiam fignis radicalibus, exhibereCAp. I. 

non licet ; propterea quod Algebra communis nondum ad hunc 

perfedionis gradum eft eveda. 

g. Functiones rationales denuo fubdividuntur in Integras & 

Fractas. 

In illis neque ^ ufquam habet exponentes negativos , neque 
exprefliones continent fradiones , in quarum denominatores 
quantitas variabilis { ingrediatur : unde intelligitur Fundiones 
fradas elTe , in quibus denominatores ^ continentes , vel expo- 
nentes negativi ipfius £ occurrant. Fundionum integrarum 
hic ergo erit Formula generalis : a + + cf -Fdf + ef 

+ _/?' + &c. nulla enim Fundio ipfius ^ integra excogitari 
poteft, qui non in hac expreflione contineatur. Fundiones 
autem fradi omnes , quia plures fradiones in unam cogi pof- 
funt , continebuntur in hac Formula : 

+&c. 

ubi notandum eft quantitates conftantes a , b, c , d , &c. 
a. , € , y , §■ , &c. live fint affirmativi , five negativi , fne 
integri five fradi , rationales five irrationales , five etiam 
tranfcendentes , naturam Fundionum non mutare. 

io. Deinde potijjimum tenenda ejl Functionum divifio in Uni- 
formes ac Multiformes. 

Fundio autem uniformis eft , qui fi quantitati variabili f 
valor determinatus quicunque tribuatur , ipfa quoque unicum 
valorem determinatum obtineat» Fundio autem Multiformis 
eft , qui , pro unoquoque valore determinato in locum varia» 
bilis f fubftituto , plures valores determinatos exhibet. Sunt 
igitur omnes Fundiones rationales , five integri five fradi , 
Fundiones uniformes; quoniam ejufmodi exprefliones , quicun- 
«jue valor quantitati variabili tribuatur , non nifi unicum valorem 
pribent. Fundiones autem irrationales omnes funt multiformes ; 
propterea quod figna radiealia funt ambigua , & geminum valorem 
involvunt. Dantur autem quoque inter Fundiones tranfcendcn- 
tes , & uniformes , & multiformes : quinetiam habentur Funo 
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8 DE FUNCTIONIBUS 

1 1 d. I. tiones infinitiformcs ; cujufmodi eft Arcus Circuli Sinui f ref- 

pondens ; dantur enim Arcus circulares innumerabiles qui 

omnes eumdem habeant Sinum. Denotent autem ha litterae 
P ,Q, R, S , T &c. fingula Fundiones uniformes ipfius £. 

1 1 . Functio biformis ipfius z efi ejufmodi Functio , qua: pro 
quovis ipfius z valore determinato , geminum valorem prxbeat. 

Hujufmodi Funtftiones radices quadrata: exhibent , ut V(i{ 

+ { { ) : quicunque enim valor pro ^ ftatuatur expreffio 
V ( +{{) duplicem habet fignificatum , vel affirmativum vel 
negativum. Generarim vero Z erit Funfrio biformis ipfius 
fi determinetur per aquationem quadraricam Z* — PZ -f- 
Q = o : fi quidem P & Q foerint FunfHones uniformes ipfius 
j. Erit namque Z = i P + V ( i P' — Q ) > ex quo 
patet cuique valori determinato ipfius f duplicem valorem de- 
terminatum ipfius Z rcfpondere. Hic autem notandum eft, 
vel utrumque valorem Fumflionis Z efte realem , vel utrum- 
que imaginarium. Tum vero erit femper , uti conflat ex 
natura aquationum , binorum valorum ipfius Z fumma = P , 
ac produtftum = Q. 

1 1. Functio triformis ipfius z e(l , qua pro quovis ipfius Z 
valore , tres valores determinatos exhibet. 

Hujufmodi Funcftiones ex refolutione aquationum cubicarum 
originem trahunt. Si enim fuerint P, Q, & R Fun&iones 
uniformes , fitque Z' — PZ‘ + QZ — R = o , erit Z 
Fumftio triformis ipfius quia pro quolibet valore determi- 
nato ipfius | triplicem valorem obtinet. Tres illi ipfius Z valo- 
res unicuique valori ipfius f refpondentes , vel erunt omnes 
reales , vel unicus erit realis , dum bini reliqui funt imaginarii. 
Caterum confiat horum trium valorum fummam perpetuo efte 
= P ; fummahr fudtorum ex binis efte = Q , & producftum 
ex omnibus tribus efte = R. 

1 

13. Functio quadrifonnis ipfus z eft, qua pro quovis ipfius Z 
valore quatuor valores determinatos exhibet. 

Hujufmodi Fun&iones ex refolutione aquationum biquadra- 

ticarum 
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ticamm nafcuntur. Quod fi enim P , Q , R , & S denotent c a p. I. 

Fundiior.es uniformes ipfius ^ , fueritque Z ' — P Z’ QZ' 

— II Z -p S = o , erit Z Functio qtiadriformis ipfius p ; eo 
quod cuique valori ipfius ^ quadruplex valor ipfius Z rcfpon- 
det. Quatuor horum valorum ergo , vel omnes erunt reales , 
vel duo reales duoque imaginarii , vel omnes quatuor erunt 
imaginarii. Ceterum perpetuo fumma horum quatuor valorum 
ipfius Z eft= P , fumma factorum ex binis = Q , fumma 
fadorum ex ternis = R , ac produdum omnium = S. Si- 
mili aurem modo comparata ell ratio Functionum quinquefor- 
mium & fequentium. 

14. Erit ergo Z Funclio multiformis ipfius z 3 qua , pro quovis 
xalore ipfius z , tot exhibet valores quot numerus u continet unita- 
tes ; fi Z definiatur per hanc aequationem Z n — P Z n 1 -{- 
QZ n 1 — RZ n_ 3 +SZ" -4 -fi'c.= o. 

Ubi quidem notandum ell n e(Te oportere numerum inte- 
grum ; atque perpetuo, ut dijudicari polfit quam multiformis fit 
Fundio Z ipfius^ , aequatio, per quam Z definitur , reduci 
debet ad rationalitatem ; quo faCfo exponens maxima? potefta- 
tis ipfius Z indicabit quxfitum valorum numerum cuique ipfius 
4 valori refpondentium. Deinde quoque tenendum eft litte- 
ras P , Q, R, S , &c. denotare debere Fundiones uniformes 
ipfius 1 : fi enim aliqua earum jam effet Fundio multiformis, 
tum Fundio Z multo plures praebitura effet valores unicuique 
valori ipfius p refpondentes , quam quidem numerus dimenfio- 
num ipfius Z indicaret. Semper autem , fi qui valores ipfius Z 
fuerint imaginarii , eorum numerus erit par ; unde intelligitur , 
fi fuerit n numerus impar , perpetuo unum ad minimum valorem 
ipfius Z fore realem : contra autem fieri poffe , fi numerus n 
fuerit par , ut nullus prorfus valor ipfius Z fit realis. 

15 .Si Z ejufmodi fuerit Funclio multiformis ipfius z ut perpetuo 
nonnifi unicum valorem exhibeat realem ; tum Z Functionem uni- 
formem ipfius z mentietur , ac plerumque loco Functionis uniformis 
ujurpari poterit. 

Euleri Introduci, in Anal. infin, parv. B 
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10 DE FUNCTIONIBUS 

Lib. I. Ejufmodi Fundiones erunt )/ P , P , y/ P , &c. quippe quas 
“ perpetuo nonnifi unicum valorem realem praebent , reliquis om- 
nibus exiftentibus imaginariis, dummodo P fuerit Fundio uni- 

formis ipfius q. Hanc ob rem hujufmodi expreffio P n , quo- 
ties n fuerit numerus impar , Fundionibus uniformibus annume- 
rari poterit five m tuent numerus par five impar. Quod fi 

m 

autem n fuerit numerus par , tum P n vel nullum habebit 
valorem realem , vel duos ; ex quo ejufmodi expreffiones 

m 

P " , exiftente h numero pari , eodem jure Fundionibus bifor- 
mibus accenferi poterunt : fiquidem fradio ~ ad minores 
terminos non fuerit reducibilis. 

1 6. Si fuerit y Functio quacunque ipfius z ; tum vicijfitn z erit 
Functio ipfius y. 

Cum enim y fit Fundio ipfius ^ , five uniformis five multi- 
formis ; dabitur tequatio , qua y per q & conflantes quantitates 
definitur. Ex eadem vero aquatione vicifiim q per y & con- 
flantes definiri poterit ; unde quoniam y ell quantitas variabilis, 
q aequabitur exprefiioni ex y & con!’ antibus compofitae , erit- 
que adeo Fundio ipfius y. Hinc quoque patebit quam mul- 
tifomis Fundio fiinira fit q ipfius y : fierique poteft ut , 
etiamfi y fuerit Fundio uniformis ipfius q, tamen q futura fit 
Fundio multiformis ipfius y. Sic fi y ex nac aequatione per q 
definiatur ; y' = ayq — b qq ; erit utique y Fundio trifor- 
mis ipfius q , contra vero q Fundio tantum biformis ipfius y. 

17. Si fuerint y & x Functiones ipfius z , erit quoque y Func- 
tio ipfius x , & vicifiim x Functio ipfius y. 

Cum enim firy Fundio ipfius z, erit quoque q Fundio ipfius 
y : fimilique modo erit etiam q Fundio ipfius x. Hanc ob rem 
Fundio ipfius y aequalis erit Fundioni ipfius x ; ex qua aequatio- 
ne & y per x & vice verfa x per y definiri poterit : quocirca 
manifefhim ell efiey Fundionem ipfius x, atque x Fundioncm 


t 
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ipfius y. SxpilTime quidem has Functiones explicite exhibere Cap. I; 

non licet ob defectum Algebrsc ; interim tamen nihilo minus , 

qua fi omnes aequationes refolvi pollent , ha:c Functionum reci- 
procatio perfpicitur. Ceterum per methodum in Algebra tra- 
ditam , ex datis binis aequationibus , quarum altera continet y 
& 7 , altera vero x & { , per eliminationem quantitatis { for- 
mabitur una aequatio relationem inter x & y exprimens. 


i 'i. Species denique quasdam Functionum peculiares fune notandas ; 
fic Functio par ipjitis z ejl , quas eundem dat valerem ,five pro Z 
ponatur valor determinatus -f- k Jive — k. 


Hujufmodi ergo Functio par ipfius { erit ; five enim po- 
natur 7 = -f- k , five j = — k , eundem valorem praebebit 
expreflio 3 nempe ^ = 4- kk. Simili modo Functiones 
pares ipfius ^ erunt ha: ipfius j poteftates f , f , f , & ge- 

rrt 

neratim omnis poteftas j , ft fuerit m numerus par , five 

m 

affirmativus five negativus. Quin etiam cum f mentiatur 
Functionem ipfius { uniformem , fi n fit numerus impar , perf- 

m 


picuum eft f fore Functionem parem ipfius { , fi m fuerit 
numerus par , n vero numerus impar. Hanc ob rem , expref- 
ftones ex hujufmodi poteftatibus utcunque compofitae praebebunt 
Funifiones pares ipfius ^ ; fic Z erit Functio par ipfius 
fuerit Z = a + bf c f + df + &c. item fi fuerit Z 

= l * b c {. + yp X % + ; Simi,i t ue modo exponentes 

fractos ipfius { introducendo , erit Z Functio par ipfius ^ fi 


J 


&c. vel Z = 


fuerit Z = a 4- bf 4 ' c f 4~ 

4- b 1 4* c 4- d l~ l 4~ &c. vel Z = 

f + . Cujufmodi exprefliones , cum orn- 

ei 4- 4- tf 7 + 

nes fint Functiones uniformes ipfius j, appellari poterunt Func- 
tiones pares uniformes ipfius j. 

B x 
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DE FUNCTIONIBUS 
Iib. I. 19. Funclio multiformis paripfius z ejl, qux etiam fi pro quo - 

' vis valore ipfius z plures exhibeat valores determinatos , tamen eof- 

dem valores p rabet ,ftve ponatur z = + k ,ftve z = — k. 

Sit Z ejufmodi F linitio multiformis par ipfius ^ ; quoniam 
natura Fundionis multifomis exprimitur per xquationem inter 
Z & f , in qua Z tot habeat dimenfiones, quot varios valores 
compledatur ; manifolium elt Z fore Functionem multiformem 
parem , fi in aquatione naturam ipfius Z exprimente quantitas 
variabilis | ubique pares habeat dimenfiones. Sic , fi fuerit 
Z' = a f Z -j- bf , erit Z Functio biformis par ipfius 7 fin 
autem fit Z' — a f Z b f Z — cf = o , erit Z Func- 
tio triformis par ipfius ^ ; atque generatim , fi P , Q , K ,S , &c. 
denotent Fundiones uniformes pares ipfius ^ , ent Z Functio 
biformis par ipfius ^ (i iit Z' — P Z -j- Q = o. At Z erit 
Fundio triformis par ipfius ^ fi fit Z' — P Z‘ -j- Q Z — R 
= o , & ira porro. 

10. Funclio ergo , Jive uniformis ftve multiformis > par ipfius z 
erit ejufmodi exprejjio ex quantitate variabili z £>’ conjlantibus con- 
flata , in qua ubique numerus dimenjionum ipfius z Jit par. 

Hujufmodi ergo Fundi ones , prxter uniformes quarum exem- 
pla ante funt allata , erunt hx exprefiiones a + V ( bb — 7^ ) ; 

« — b{ ) item a [ ‘ + y/ ( f -f yf (a 4 — ^ )) 

&c. 

Unde patet Functiones pares ita defniri pcjfe , ut dicantur efft 
Funcliones ipfius zz. 

Sic enim ponatur j — ^ , fueritque Z Fundio quxeunque 
ipfius ^ ; reilituto ubique ^ loco y , erit Z ejufmodi Fur.dio 
ipfius { , in qua 1 ubique parem habeat dimenfionum nume- 
rum. Excipiendi tamen funt ii caius , quibus in expref- 
fione ipfius , Z occurunt V y • ac hujufmodi alix formx , qux , 
fado y = 7^ , figna radicalia amittunt. Quamvis enim fity -f- 
V a y Fundio ipfius y , tamen pofito y = ^ , eadem exprefi- 
. fio non erit Fundio par ipfius ^ ; cum fiat y -f- Voy = {{ 
+ { V a ’ Exclufis ergo his cafibus , definitio ultima Fundio- 
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num parium erit bona , atque ad ejufmodi Fundiones forman- Cap. I. 
das idonea. ' n 

xi. Funclio impar ipfius z ejl ejufmodi Funclio , cujus valor ,fi 
loco z ponatur — Zj fit quoque negativus. 

Hujufmodi Fundiones ergo impares erunt omnes poteftates 
ipfius \ , quarum exponentes funt numeri impares , ut f , ?' , 
f , i ; &c. item ^ { 3 , { 5 ; &c. tum vero 


etiam erit Fundio impar , fi ambo numeri , m & n fue- 
rint numeri impares. Generatim vero omnis expredio ex hu- 
jufmodi poteftatibus compotita erit Fundio impar ipfius ^ ; cu- 

jufmodi funt , a ^ + bf : a j + a ^ * ; item + a f + 

l) f J ; &c. Harum autem Fundionum natura & inventio 
ex Fundionibus paribus facilius perfpidetur. 

xi. Si Funclio par ipfius z multiplicetur per z vel per ejuf- 
dem Functionem imparem quamcunque productum erit Funclio 
impar ipfius z. 

Sit P Fundio par ipfius?, quae idcirco manet eadem fi lo- 
co | ponatur — { ; quod li ergo in produdo P [, ponatur 
— ^ loco { , prodibit — P { > unde P { erit Fundio impar 
ipfius Sit jam P Fundio par ipfius { , & Q Fundio impar 
ipfius { ; atque ex Definitione patet ii loco j ponatur — £ , 
valorem ipfius P manere eundem , at valorem ipfius Q abire 
in fui negativum — Q ; quare produdum P Q , pofiro — ^ 
loco ^ , abibit in — P Q , hoc eft in fui negativum ; erit- 
que ideo P Q Fundio impar ipfius Sic cum fit a + V ( aa 
-j- ££ ) fundio par , & f Fundio impar ipfius j , erit produc- 
tum a + f V ( aa + \\ ) Fundio impar ipfius £ ; fimili- 

que modo 7 x ° p = 1 ' 1 Fundio impar ipfius 

. “ T e ??,..* + 6 H . 

Ex his vero etiam inteliigitur , ii duarum Fundionum P & 

, quarum altera P clf par , altera Q , impar , altera per al- 
teram dividatur , quotum fore Fundionum imparem \ erit ergo 

jjj itemque ^5- Fundio impar ipfius j. 
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Lib. I. 13. Si Functio impar per Functionem imparem vel multiplice - 

. tur j vel dividatur ; quod refultat erit Functio par. 

Sint Q & S Fun&iones impares ipfius ^ ; ita ut , pofi- 
to — ^ loco {, Q abeat in — Q , & S in — S ; atque perf- 

picuum eft tam produdum Q S , quam quotum eundem 

valorem retinere , etiamfi pro f ponatur — ^ ; ideoque efle 
utrumque Fundionem parem ipfius Manifcftum itaque por- 
ro elt cujufque Fundionis imparis quadratum e(fe Fundionem 
parem ; cubum vero Functionem imparem; biquadratum iterum 
Fundionem parem , atque ita porro. 

14. Si fuerit y Functio impar ipfius z ; erit vicijfim z Functio 
impar ipfius y. 

Cum enim fit y Fundio impar ipfius { ; fi ponatur — | 
loco ^ , abibit y in — y. Quod fi ergo ^ per y definiatur , ne- 
cefle eft ut pofito — y locoy , quoque f abeat in — j ; erit- 
que ideo ^ Fundio impar ipfius y. Sic quia, pofito y = f , 
eft y Fundio impar ipfius f ,• erit quoque , ex aequatione f = y 

feu j = y T , ^ Fundio impar ipfius y. Et quia fi fuerit y 
= a ^ -f- b ^ ' , eft y Fundio impar ipfius ^ , erit vicifiim , ex 
aequatione bf + u{=y , valor ipfius ^ per yexprefliis Func- 
tio impar ipfius y, 

a j. Si natura Functionis y per ejufmodi cequationem definiatur, 
in cujus fingulis terminis numerus dimenfionum , quas y & z occu- 
pant conjunclim ,Jit vel par ubique, vel impar i tum erit y F 1111$ io 
impar ipfius z. ' m 

Quod fi enim in ejufmodi asquatione ubique loco j feriba- 
tur — 1 ; fimulque — y loco y ; omnes aequationis termini vel 
manebunt iidem , vel fient negativi , utroque vero cafu aequa- 
tio manebit eadem. Unde patet — y eodem modo per — - { 
determinatum iri , quo -f- y per + j determinatur ; & hanc 
ob rem , fi loco ^ ponatur — { , valor ipfius y abibit in — y , 
feu v erit Fundio impar ipfius Sic fi fiient vel yy = a y { 

+ hi + c »: vel y’ + fl yy? = byu + +^i » ex 

Utraque aequatione y erit Fundio impar ipfius f. 
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x6. Si Z fuerit Functio ipfius z , & Y Functio ipjius y , at- 
que Y eodem modo definiatur per variabilem y &'confiantes , quo 
Z definitur per variabilem z & confiantes ; tum ha Functiones 

Y et Z vocantur Functiones fimiles ipfarum y 6’ z. 

Si fcilicet fuerit Z-=a-\-b$-\-cf , & Y=a -\-by+cy\ erunt 
Z & FFundiones fimiles ipfarum { & y , fimilique modo in mul- 
tiformibus, fi fuerit Z' — a^ Z + b & Y’=ayy Y+b ; erunt 
Z & Y Funtfiiones fimiles lpfarum ^ & y. Hinc fequitur , fi 

Y & Z fuerint hujufmodiFun&iones limiles ipfarum y & r , tum 
fi loco { fcribatur y , Funftionem Z abituram effe in Fundtionem 
Y. Solet hxc fimilitudo etiam hoc modo verbis exprimi , ut 

Y talis Funftio dicatur ipfius y , qualis Fundfio fit Z, ipfius 
Hx locutiones perinde occurrent , five quantitates variabiles z 
& y a fe invicem pendeant , five fecus : fic qualis Fundlio efi 
ay + by' ipfius y , talis Funftio erit a(y + n) -f- b ( y -f- « )' 
ipfius y + n , exiftente fcilicet { —y + n : tum qualis Fundlio 

efi - t ^ ni C ^ 'pfius z , talis Fun&io erit - a K M ~K? 

ipfius -- ; polito y = — . Atque ex his luculenter perfpi- 

citur ratio fimilitudinis Fundlionum , cujus per univerfam Analy- 
fin fublimiorem uberrimus efi ufus. Ceterum hxc in genere 
de natura Fun&ionum unius variabilis fufficere poffiint ; cum 
plenior expofitio in applicatione fequente tradatur. 


CAPUT II. 

De transformatione Functionum. 

^•7’Futict i ok es in aUas formas tranfmutantur , vel loco 
quantitatis variabilis aliam introducendo , vel eandem quantita- 
tem variabilem retinendo. 

Quod fi eadem quantitas variabilis fervatur , Funftio pro- 
prie mutari non poteft. Sed omnis transformatio confidit in 


Cap. I. 
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1 6 DE TRANS FORMATIONE 

alio modo eandem Functionem exprimendi , quemadmodum 
ex Algebra conftat eandem quantitatem per plures diverfas formas 
exprimi poffe. Hujufmodi transformationes funt , fi loco hujus 
FunCtionis z — 3 { + ponatur ( i — j ) ( z — ^ ) , vel 

(a + {)' loco u' + + 3 fl {{ + {' » vel —— 


loco - — aa _ ; vel V C i + {{ ) + { loco ■ 


«-N « — «’ '"'V <r' U/ ' 1 V(*+«T=i* 

qua exprelhones , etli forma ditterunt , tamen revera congruunt. 
Sape numero autem harum plurium formarum idem fignifican- 
tium una aptior eft ad propofitum efficiendum quam reiiqua , 
& hanc ob rem formam commodiffimam eligi oportet. 

Alter transformationis modus, quo loco quantitatis variabilis ^ 
alia quantitas variabilis y introducitur , qua quidem ad ^ datant 
teneat relationem , per iubftitutionem fieri dicitur; hocque modo 
ita uti convenit , ut FunCtio propofita fuccinCtius & commo- 
dius exprimatur, uti fi illa propofita fuerit ipfius ^ FunCiio , a — 
4 + 6 aa — 4 af -j- ?* ; fi loco a — ^ ponatur y , pro- 

dibit ifta multo fimplicior ipfius y FunCtio y* : & , fi habeatur 
hac Fun&io irrationalis V ( + {{ ) ipfius ^ , fi ponatur j 

= ~y-N - , ifta FunCtio per y exprefla fiet rationalis = 

W . Hunc autem transformationis modum in fequens 

Caput differam , hoc Capite illum , qui fine fubftitutionc pro- 
cedit , expofiturus. 


iq. Funclio integra ipfius z fepenumero commode in fuos fac- 
tores nfolvitur , jicque in productum transformatur. 

Quando FunCtio integra hoc paCto in faCtores refolvitur , ejus 
natura multo facilius perfpicitur ; cafus enim ftatim innotefcunr , 
quibus FunCtioois valor fit = o. Sic hac ipfius ^ FunClio 
6 — 7 { + ?' transformatur in hoc produ&um ( i — f ) ( z 
— { ) ( 3 + {) ex quo ftatim liquet Functionem propofitam 
tribus cafibus fieri = o ; fcilicet fi £ = i , & \ = z , & £ 
= — 3 , qua proprietates ex forma 6 — 7 { + non tam 
facile intelliguntur. lftiufmodi factores , in quibus variabilis ^ 

nulla 


V 


FUNCTIONUM. r 7 

nulla occurrit poteftas quadrata vel altior, vocantur FaCtores fi m- Cap. II. 

plices , ut diftinguantur a FaCtoribus compofitis , in quibus ipfius » 

ineft quadrarum vel cubus , vel alia poteftas altior. Erit ergo in 
genere f g j forma FaCtorum fimplicium ,/'+ g^ + h f? torma 
FaCtorum duplicium , f g ^ -+- -+- if forma Fa&orum 

triplicium , & ita porro. Perfipicuum autem eft Factorem dupli- 
cem duos compleCti valores fimplices , FaCtorem triplicem tres 
fimplices , & ita porro. Hinc FunCtio ipfius f integra , in qua 
exponens fummac poteftatis ipfius ^ eft = n , continebit n Fac- 
tores fimplices ; ex quo fimul , fi qui F aftores fuerint vel dupli- 
ces vel triplices , &c. numerus Factorum cognofcetur. 

19. Factores fimplices Functionis cujufcunque integra Z ipfius z 
reperiuntur , f Functio Z nihilo aqualis ponatur , atque ex hac 
aquatione omnes ipfius z radices invejligentur : fingula enim ipfius 
z radices dabunt totidem Factores fimplices Functionis Z. 

Quod fi enim ex aequatione Z = o , fuerit quaepiam radix 
j = f, erit f — /divifor , ac proinde FaCtor FunCtionis Z , fic 
igitur inveftigandis omnibus radicibus aequationis Z = o , qux 
fint 7 ==zf , f=g , f = h; &c. , FunCtio Z refolvetur in 
fuos FaCtores fimplices , atque transformabitur in produ&um Z 
=; ( 7 — f ) ( f — g ) ( 7 — h ) &c. : ubi quidem notandum 
eft fi lummae poteftatis ipfius ^ in Z non fuerit coefficiens = 

+ 1 , tum produCtum — f) — g) &c. infuper per illum 

coefficientem multiplicari debere. Sic fi fuerit Z = A 7" 

+ S{" — 1 + erit Z = A(i — ■/) ( ? — g ) 

(f — h ) &c. At fi fuerit Z = A + -f- Cf + Df + Ef 

atque aequationis Z=o radices £ repertae fint; f; g,- h; i; 

&c. erit Z=A ( 1 — -E) ( 1 — -^)( 1 — -i) &c. Ex his autem 
viciftim intelligitur , fi FunCtioms Z FaCtor fuerit £ — f, feu 
1 — F i tum valorem Functionis in nihilum abire , fi loco 
f ponatur f. Facio enim [=f, unus Factor ^ — f , feu 
i — -j Functionis Z , ideoque ipfa FunCtio Z evanefeere debet. 

Euleri Introduci, in Anal, infin, C 
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18 DE TRANSFORMATIONE 

Lib. I. 30. Factores fimplices ergo erunt vel'reales , vel imaginarii ; 
& , fi. Functio Z habeat Faclores imaginarios , eorum numerus 
femper erit par. 

Cum enim Fadores fimplices nafcantur ex radicibus aqua- 
tionis Z = o , radices reales prabebunt Fadores reales , & 
imaginaria imaginarios ; in omni autem aquatione numerus radi- 
cum imaginariarum femper eft par : quamobrem Fundio Z , 
vel nullos habebit Fadores imaginarios , vel duos , vel quatuor, 
vel fex , & c. Quod fi Fundio Z duos tantum habeat Fadores 
imaginarios , eorum produdum erit reale , ideoque prabebit 
Fadorem duplicem realem. Sit enim P = produdo ex omni- 
bus Favoribus realibus , erit produdum duorum Fadorumima- 

7 

ginariorum = ^ »' hincque reale. Simili modo fi Fundio Z 

habeat quatuor , vel fex , vel odo , &c. Fadores imaginarios ; 
erit eorum produdum femper reale : nempe aquale quoto , qui 
oritur , fi Fundio Z dividatur per produdum omnium Fadorum 
realium. 

31. Si fuerit Q productum reale ex quatuor Factoribus fimpli- 
cibus imaginariis , tum idem hoc productum Q rejolvi poterit in 
duos Factores duplices reales. 

Habebit enim Q ejufmodi formam f A f + Bf -(- 
+ D ; qua fi negetur in duos Fadores duplices reales refolvi 
polTe , refolubilis erit llatuenda in duos Fadores duplices imagi- 
narios, qui hujufmodi formam habebunt ^ — r (p + ^V — 1 
+ r + sV — 1 ( P~ c j V — Oj — sy / — 1 

alia enim forma imaginaria concipi non poliunt , quarum pro- 
dudum fiat reale , nempe = f 4 + Af -j- Bf -j- + D. 

Ex his autem Fadoribus imaginariis duplicibus fequentes emer- 
gent quatuor Fadores fimplices imaginarii ipfius Q , 

I. I — (p + qy/ — 0 -+-V (pp + ipq V — I — qq — r — sy/ — 1) 

I I. 1 — ( p + q\ ! — 0 — V ( PP + ipq V — i — qq — r — »y — 1) 

IH. { (p qy/ — l) + y/ (pp ipq V — I — qq r + rV — 0 

IV. 1 — (p — $v — x) — V(pp — ipq V — I — qq — r-J-iV — 1} 
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Horum Fadorum multiplicentur primus ac tertius in Te invicem, Cap. IT. 
pofito brevitatis gratia , t=pp — qq — r, & u= xpq — s ; erit- ' 
que horum F adorum produdum = ^ — ( 1 p — 

+ pp + qq — p V ir + iVUr-)-mi) + V (« 4* uu ) quod uti- 
+ qV — ir-+-iV(«-+-uu) 

que eft reale. Simili autem modo produdum ex Fadoribus fecun- 
do & quarto erit reale nempe = f{ — ( 1 p + V ir-f-iV' f +“ u 
+ PP + qq ”h p V x t+x^(tr-\-uu) + V ( « + uu ). 

+ q V — irq-iV(«-(-ua) 

Quocirca produdum propofitum Q , quod in duos Fadores 
duplices reales refolvi polle negabatur , nihilo minus adu in duos 
Fadores duplices reales eft refolutum. 

32.. Si Functio integra Z ipfius z quotcunque habeat Factores 
fimplices imaginarios , bini femper ita conjungi pojfunt , ut 
eorum productum fiat reale. ^ 

Quoniam numerus radicum imaginariarum femper eft par , 
fit is = xn ; ac primo quidem patet produdum harum radicum 
imaginarium omnium e(Te reale. Quod fi ergo du® tantum 
radices imaginari® habeantur, erit earum produdum utique rea- 
le ; fin autem quatuor habeantur Fadores imaginarii , tum , uti 
vidimus , eorum produdum refolvi poteft in duos Fadores du- 
plices reales form® + g { + h. Quanquam autem enndem 
demonftrandi modum ad altiores poteftates extendere non licet , 
tamen extra dubium videtur effe pofitum eandem proprietatem 
in quotcumque Fadores imaginarios competere ; ita ut femper 
loco xn Fadorum fimplicium imaginariorum induci queant n 
Fadores duplices reales. Hinc omnis Fundio integra ipfius 7 
refolvi poterit in Fadores reales vel fimplices vel duplices. Quod 
quamvis non fummo rigore fit demonftratum , tamen ejus veri- 
tas in fequentibus magis corroborabitur , ubi hujus generis Func- 
tiones a + b^ n ,• a + b^ 1 + c{ n ; a -(- bq n -f- cq 1 " -f- dqf n &c. 
adu in iftiufmodi Fadores duplices reales refolventur. 

C 1 
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!• 33. Si Functio integra Z , pofito *l = a , induat valorem A r 

& pofito z = b induat valorem B ; tum , loco z valores medios 
inter a & b ponendo , Functio Z quofvis valores medios inter 
A 6’ B accipere potejl. 

Cum enim Z fit Fundio uniformis ipfius jr , quicunque 
valor realis ipfi q tribuatur , Functio quoque Z hinc valorem 
rcalem obtinebit. Cum igitur Z , priore cafu 7 y = a , nancilcatur 
valorem A ; pofteriore cafu j = b , autem , valorem B ; ah A 
ad B tranlire non poterit , mfi per omnes valores medios tran- 
feundo. Quod fi ergo aquario Z — A =o habeat radicem 
realem , limulque Z — B = o radicem realem fuppeditet ; tum 
xquatio quoque Z — C = o radicem habebit realem ; fi qui- 
dem C intra valores A & B contineatur. Hinc fi exprelfiones 
Z — A & Z — B habeant Factorem fimplicem rcalem , tum 
exprefiio quatcunque Z — C Fadorem fimplicem habebit rea- 
lem , dummodo C intra valofts A & B contineatur. 

34. Si in Functi 6 ne integra Z exponens maximce ipfius z potejZ 
tatis fuerit numerus impar 1 11 + 1 , tum ea Functio Z unicum 
ad minimum habebit Factorem fimplicem realem. 

Habebit fcilicet Z hujufmodi formam -f- af 2 ” + 

f 2n— 7 1 + v{ 2n 2 + &c. in qua fi ponatur q = 00 
quia valores fingulorum terminorum prx primo evanefeunt , fiet 
Z = ( co ) 2 ” 1 — 00 ; ideoque Z — 00 Fadorem fimpli- 

cem habebit realem nempe ^ — 00. Sin autem ponatur £ = 

— 00 , fiet Z = ( — 00 ) 2n 1 = — 00 , ideoque habe- 
bit Z 4 " 00 Factorem fimplicem realem q -f- 00 • Cum igitur 
tam Z — 00 , quam Z -f- 00 habeat Fadorem fimplicem realem ; 
fcquitur etiam Z + C habiturum e ire Factorem fimplicem rea- 
lem , fiquidem C contineatur intra limites + 00 & — co ; hoc 
t It fi C fuerit numerus realis quicunque , five affirmativus , five 
negativus. Hanc ob rem , fado C = o , habebit quoque ipla 
Fundio Z Fadorem fimplicem realem ^ — c ; atque quantitas c 
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continebitur intra limites -j- eo & — co , eritque idcirco vel Cap. If. 
quantitas affirmativa , vel negativa , vel nihil. ' 

35. Funclio igitur integra Z , in qua exponens maxima potes- 
tatis ipfius z efl numerus impar , vel unum habebit Faciorem 
ftmplicem realem , vel tres , vel quinque , yel Jeptem , 6’c. 

Cum enim demonflratum fit FunCtionem Z certo unum ha- 
bere FaCtorem fimplicem realem ^ — c ; ponamus eam praeterea 
unum FaCtorem habere ^ — d , atque dividatur FunCtio Z , in 

qua maxima ipfius j potefias fit 1 , per — c) ( ^ — d), 

erit quoti maxima potefias = f"" 1 , cujus exponens , 

cum fit numerus impar , indicat denuo ipfius Z dari FaCtorem 
fimplicem realem. Si ergo Z plures uno habeat FaCtores fim- 
plices reales , habebit vel tres , vel ( quoniam eodem modo 
progredi licet ) quinque , vel feptem , &c. Erit fcilicet nu- 
merus Fa&orum fimplicium realium impar , & quia numerus 
omnium Fagorum fimpliciom efl = % n -f- i , erit numerus Fac- 
torum imaginariorum par. 

36. Funclio integra Z , in qua exponens maxima potejlatis 
ipfius z ejl numerus par m, vel duos habebit Faclores fimplices 
reales , vel quatuor , vel fex , vel &c. 

Ponamus ipfius Z conflare FaCtorum fimplicium realium nu- 
merum imparem im + i; fi ergo per horum omnium produc- 
tum dividatur Fun< 5 tio Z , quoti maxima potefias erit = 

j zn 1,n 1 , ejufque ideo exponens numerus impar ; habe- 

bit ergo Fundlio Z praeterea unum certo FaClorem fimplicem 
realem , ex quo numerus omnium FaCtorum fimplicium realium 
ad minimum erit = zm -)- z , ideoque par ; ac numerus Facto- 
rum imaginariorum pariter par. Omnis ergo Functionis integri 
FaCtores fimplices imaginarii funt numero pares ; quemadmo- 
dum quidem jam ante flatuimusl 

37. Si in Functione integra Z exponens maxima potejlatis 
ipfius z Juerit numerus par , atque terminus abfolutus , feu conf- 
lans , figno — ajfeclus , tum Funclio Z ad minimum duos habet 
Faclores fimplices reales. 


ii DE TRANSFORMATIONE 
Functio ergo Z, dc qua hic fermo eft , hujufmodi formam 

habebit 3 + ct{ + £ { + Hh 

rj — A. Si jam ponatur 3 = 00 , fiet, uti fupra vidimus, 
2 . = eo ; atque , fi ponatur 3 = o , fiet Z = — A. Habebit 
ergo Z — eo Fa&orem realem 3 — eo , & Z + A Faftoreni 
7 — o : unde cum o contineatur intra limites — oo & A t 
lequitur Z + o habere Fa&orem fimplicem realem 3 — c , ita 
ut c contineatur intra limites o & oo . Deinde , cum pofito 
^ = — oo , fiat Z = oo , ideoque Z — eo Fa&orem ha- 


beat f + eo , & Z + A Fa&orem { -f- 0 > fequitur quoque Z 
+ o Factorem fimplicem realem habere f -J- d ; ita ut d intra 
limites o & eo contineatur ; unde confiat propofitum. Ex 
his igitur perfpicitur fi Z talis fuerit Fun&io , qualis hic eft def- 
cripta , aequationem Z = o , duas ad minimum habere debere 
radices reales , alteram affirmativ am , alteram negativam. Sic 
aequatio haec + *{' + £ + y { — aa = ° » duas habet 

radices reales , alteram affirmativam , alteram negativam. 

38. Si in Functione fracta , quantitas variabilis z tot vel plures 
habeat dimenjiones in numeratore , quam in denominatore ; tum ijla 
Functio rejolvi poterit in duas partes , quarum altera ejl Functio 
integra , altera fracta , in cujus numeratore quantitas variabilis z 
pauciores habeat dimenfiones quam in denominatore. 

Si enim exponens maximi poteftatis ipfius q minor fuerit 
in denominatore quam in numeratore ; tum numerator per de- 
nominatorem dividatur more folito , donec in quoto ad expo- 
nentes negativos ipfius 3 perveniatur ; hoc ergo loco abrupta 
divifionis operatione quotus conflabit ex parte integra atque 
fraiftione , in cujus numeratore minor erit dimenfionum nume- 
rus ipfius 3 quam in denominatore ; hic autem quotus Fundfioni 
propofirx eft xqualis. Sic , fi hic propofita fuerit Fun&io 
fracfia^-iX 

■ , ca per divifionem ita refolvetur : 
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U + 1 ) ?* + 1 ( {{ 

3l±JI 
— 33+ 1 

“ ”+~ » 


— i + 


J + 33 


Cap. ir. 


eritque = {{ — * + - . Hujufmodi Fundioncs 

frada: , in quibus quantitas variabilis j tot vel plures habet 
dimenfiones in numeratore quam in dcnominatore , ad fimili- 
tudinem Arithmeticae vocari pofliint fradiones fpurii , vel Func- 
tiones fradx fpurii , quo diftinguantur a Functionibus fradis 
genuinis , in quarum numeratore quantitas variabilis ^ pauciores 
habet dimenfiones quam in dcnominatore. Fundio itaque frada 
fpuria refolvi poterit in Fundionem integram , & Fundionem 
fradam genuinam ; haecque refolutio per vulgarem divifionis 
operationem abfolvetur. 

39. Si denominator Functionis fracta duos habeat Factores inter 
fe primos ; tum ipfa Functio fracta refolvetur in duas fractiones , 
quarum denominatores fint illis binis Factoribus refpeclive aquales. 

Quanquam ha?c refolutio ad Fundiones fradas fpurias ique 
pertinet atque ad genuinas , tamen eam ad genuinas potiffi- 
mum accommodabimus. Refoluro autem dcnominatore hujuf- 
modi Fundionis fradae in duos Fadores inter fe primos , ipfa 
Fundio refolvetur in duas alias Fundiones fradas genuinas , 
quanim denominatores fint illis binis Fadoribus refpedive aequa- 
les ; haecque refolutio , fi quidem fradiones fint genuinae , unico 
modo fieri poteft ; cujus rei veritas ex exemplo clarius quam 
per ratiocinium perfpicietur. Sit ergo propofita haec Fundio 

Lfl. — 

1 +43 

aequalis huic produdo (1 + 2^ + 2 £7) (x — 2 q + 2 , 

tVadio propofita in duas fradiones refolvetur , quarum alterius 
denominator erit 1 +2^ + 2^, alterius 1 — 2^ + : ad 

quas inveniendas , quia funt genuini , ftatuantur numeratores 
illius = a + £ 1 , hujus = y + £ { , eritque per hypothefin 


, cujus denominator 1 +4{ 4 cum fit 


Ll B. 
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[. »— I gilii = ‘tft 1 1±13— ; addan- 

«+4r » + !i+ »« 1 — 

tur actu has duae fractiones , entque fummae 

Numerator Denominator 


+ * 2 * 3 + 2 a 

+ c ?— lC « + lC ?’ 

+ -M 


' 1 + 4 ?* 


Cum ergo denominator aequalis fit denominatori fractionis pro- 
pofitae , numeratores quoque aequales .reddi debent : quod , ob 
tot litteras incognitas a. , € , y , $ , quot funt termini aequales* 
efficiendi , utique fieri , idque unico modo poterit : nancifci- 
mur fcilicet has quatuor aequationes 

I, cc -j- V = I III. 2« — • 2f + ly -J- =: 3 

II. 2 *+C+ 2 y + J' = 1 IV. 2 C + 2 / = 4 . 

Hinc ob a. + y — 1 , & £ + S = — 2 ; aequationes II. & 
IU. dabunt a — •y=o&5' — G = -E i ex quibus fit 


1 . „ 1 . r — 1 . s- . 

«• = — » y = — , t, — — — , a : 


. — 3 . 


i ideoque fractio 


2 4 4 

—i 1 ^ ^ - transformatur in has duas 


1 + 4 ? 4 

I 


M 

4 


Simili autem modo facile perf- 


propofita 

*-*!_ + 

* + 2 1 '+ 2 u ; 1—23+23 
picietur refolutionem femper luccedere debere : quoniam femper 
rof littera: incognitae introducuntur , quot opus eft ad numera- 
torem propofitum eliciendum. Ex doCtrina vero fraCtionum 
communi intelligitur hanc refolutionem fuccedere non pofle , 
nifi ifti denominatoris FaCtores fuerint inter fe primi. 

40 . Functio igitur fracta ~ in tot fractiones Jimpliccs formae 
— - refolvi poterit , quot Factores firnplices habet denominator 


N inter fe inaequales. 


Repraefentat 


l 
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Repraefentat hic fradio ~ Fundionem quamcunque fradam Cap 

genuinam , ita ut M & iVfint Fundiones integrae ipfius z, atque 
fumma poteflas ipfius ^ in M minor fit quam in N. Quod fi 
ergo denominator N in fuos Fadores fimplices refolvatur , hique 

inter fe fuerint inaequales , expreflio y in tot fradiones refol- 

vetur , quot Fadores fimplices in denominatore N continen- 
tur ; propterea quod quifque Fador abit in denominatorem frac- 
tionis partialis. Si ergo p — q { fuerit Fador ipfius N, is 
erit denominator fradionis cujuldam partialis , & , cum in nu- 
meratore hujus fradionis numerus dimenfionum ipfius ^ mi- 
nor efie debeat quam in denominatore p — q\ , numerator 
neceffario erit quantitas conflans. Hinc ex unoquoque Fadore 
fimplici p — q { denominatoris N nafcetur fradio fimplex 

— — — ; ita ut fumma omnium harum fradionum fit aequalis 

' — „ 
fradioai propofitae 


Exemplum. 

Sit, exempli caufa , propofita haec Fundio frada K ; 

quia Fadores fimplices denominatoris funt ^ , 1 — { , & 

x -J— ^ , ifla Fundio refolvetur in has tres fradiones fimplices 

— -4 — 1 = ' ■ ^ : ubi numeratores conflantes 

t 1 — t * + t t — l 

A , B , St C definire oportet. Reducantur hae fradiones ad 
communem denominatorem , qui erit { — ; atljie nume- 
ratorum fumma aequari debebit ipfi 1 + , unde ifla sequatio 

oritur : 

A+ B{ — Aft= 1 + {{= 1 +0{ + ft. 

-fr C { + B U 

— c u ; 

Euleri Introduci, in Anal. infin, D 


i .6 DE TRANSFORMATIONE 
Lib. I. qua: totidem comparationes prxbet , quot funt litterx incog— 

nitx A , B , C ; erit fcilicet , 

1°. A— i. 

II 0 . B + C = o. 

III 0 . — A + B— C=i :• 

Hinc fit B — C = 2. ; & porro A= r ; B = i & C = 
— x. Funftio ergo propofita refolvitur in hanc for- 

mam — -I ? — . Simili autem modo intelligitur ., 

? i — ^ _ i + ° 

quotcunque habuerit denominator N Faftores fimplices inter fe 
inaequales , femper fractionem ^ ' n totidem fraCtiones fimpli- 
ces refolvi. Sin autem aliquot FaCtores fuerint aequales inter 
fe , tum alio modo poft-explicando refolutio i niti tui debet. 

f 

41. Cum igitur quilibet Faclor Jimplex de nominatoris N fup~ 
peditet fractionem fimplicem pro refolutione Funclionis propofuce 
^ ; ojlendendum ejl quomodo ex Faclore fimplice denominatoris N 
cognito j fraclio fimplex. refpondens reperiatur. 


Sit p — qi FaCtor fimplex ipfius N, ita ut fit N^= (p — q\)S; 
atque S FunCtio integra ipfius \ ; ponatur fradtio ex Factore 
P — Q X orta = — — — , & fit fraCtio ex altero Factore de- 

nominatoris S oriunda = -g , ita ut , fecundum §. 39. , futurum 



M 


hinc erit 


P 

S 


( p — <n)s ’ 

— j -~)~v > q u ® fta^ones cum congruere debeant , neceffe 
elt ut M — AS fit divifibile per p — q ^ ; quoniam Functio 
integra 1 } ipfi quoto sequatur. Quando vero p — q ^ Divifor 
exiftit ipfius M — AS , hxc expreffio polito {= ~ evanefi- 

cit. Ponatur ergo ubique loco { hic valor conftans — in M- 
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FUNCTIONUM. 17 

& S ,.erit M — AS = o , ex quo fiet A=^ ; liocque ergo 

modo reperitur numerator A fradionis qusfits A ■■ ; atque fi 
ex fingulis denominatoris N Fadoribus fimplicibus , dummodo 
fint inter fe inaequales , hujufmodi fradiones fimplices formen- 
tur , harum fradionum fimplicium omnium fumma erit squalis 
Fundi oni propofitx —• 


Exemplo m. 


Sic , fi in Exemplo praecedente * ubi eft M= 1 +{{ , 
& N== \ — , fumatur ^ pro Fadore fimplice , erit S = 

1 — , atque fradionis fimplicis — hinc ortae erit numerator 

I ^ 

A = = 1 pofito j = o , quem valorem f obtinet fi 

ipfe hic Fador fimplex { nihilo squalis ponatur. Simili modo fi 
pro denominatoris Fadore fumatur 1 — j , ut fit S = ^ 
erit A = — , fado r — ^ = o , unde erit A = 1 , & 

ex Fadore 1 — { nafcitur fradio i . Tertius denique Fac- 
tor 1 + 1 , ob S = { — , &.A — » P° fito 1 + { 

= 0 , feu 1 = — 1 , dabit A = — 1 , & fradionem fim- 
plicem = Quare per hanc regulam reperitur ^ 

= — -d 7—, ut ante. 

i 1 — i * + * 

41. Funclio fracla hujus forma 


, cujus numerator 

(p — q*)“ 

P non tantam ipfius z potefatem involvit quantam denominator 

( p — q z )° , transmutari potejl in hujufmodi fracliones partiales 

D x 


Cap. ir. 


DE TRANS FORMATIONE 
i B i C * i 


2 1 2 __j H + -| 2 ; 

(p — q*)“ (P — qz ) 0 - 1 (p — V )*- 1 P ~ V 

quarum omnium numeratores fint quantitates conflantes. 


Quoniam maxima poteftas ipfius j in P minor eft quam 
f 1 , erit i 1 , ideoque P hujufmodi habebit formam: 

« + €{ + + + *{" 1 

exiftente terminorum numero = n , cui aequari debet numera- 
tor fummac omnium fradlionum partialium , poftquam fingul* ad 


eundem denominatorem ( p — ??)” fuerint perdudae i qui 
numerator propterea erit =A -}- B ( p — q { ) + C ( p — q\ )' 


D (p — qf)' -f* + K(p — <J{) • Hujus maxi- 

ma ipfius ^ poteftas eft , ut ibi , f 1 , atque tot habentur 

litterae incognit* A , B , C K , ( quarum numerus 

eft = n , ) quot funt termini congruentes reddendi. Quamo- 
brem litterae conflantes A y B , C , &c. ita definiri poterunt , 


ut fiat Funftio fradta genuina 


(p — St>“ 

2 1 2 l H l_ 

(p — st)" 1 (p — «)* 1 (p — st)" i 

-I — — . Ipfa autem horum numeratorum inventio mox 

T.P.—n. 

facilis aperietur. 

43. Si Functionis fracta: ^ denominator N Factorem habeat 
(p — qz , fequenti modo fractiones partiales ex hoc Factore 
oriunda reperientur. 

Cujufmodi fra&iones partiales ex fmgulis Fadoribus deno- 
minatoris fimpllcibus , qui alios fibi aequales non habeant, orian- 
tur , ante eft oftenfum : nunc igitur ponamus duos Fadores 
inter fe efte aequales , feu , iis conjun&is , denominatoris N Fado- 
rem efte ( p — q ^ )‘. Ex hoc ergo Fa&ore per $. praeeecf. 

duz nafcentur fradiones partiales hae - — A - y +■ B Sit au»- 


(p — st)" 


A * B 

7 rr +1 • Sit au^ 

Kp — P — st 
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FUNCTIONUM. 


z 9 


tem N— (p 

+ 


• M M A 

n)S> entque y = {pZ ^ = 


. Cap. II. 


B + 4, denotante ~ omnes fradiones fimplices junc- 

O u 




. „ p 

tim fumptas ex denominatoris Favore S ortas. Hinc erit ^ 

M — AS — B(p — 5t)5 e. n M — AS — 

— {p — g -JS — [p q\)‘ 

= Fundioni integra. Debet ergo M — AS — B (p — q{) S 
divifibile efle per ( p — q{)‘ : fit primum divifibile per p — <j[ , 
atque tota expreflio M — AS — B (p — ?{)£ evanefcet , 
pofito p — qi = o, feu [ = y,- ponatur ergo ubique ^ 

loco I , eritque M — AS=o , ideoque A=~ - t fcilicet frac- 
to ^ f fi loco ^ ubique ponatur y , dabit valorem ipfius A 
conflantem. Hoc mvento quantitas M — AS — B(p — q[) S 
etiam per (p — q\)' divifibifis efle debet , feu — 

BS dcnuo per p — q{ divifibile efle debet. Pofito ergo ubi- 


M ■ 


B ■ M — -AS oc -i d M — AS 

que ? - ent f _*- — BS , ideoque B ~~ {p _ q ^ s 

1 — ( Q — A ) , ubi notandum eft , cum M — A S di- 

P — q\ S .... 

\-ifibile fit per p — qz, hanc divifionem prius inflitui debere y 

quam loco { fubftituatur ^ . Vel ponatur - p — ■— — T y 


P_ . 


eritque B = y pofito { = 
bus A & B , erunt fradiones partiales ex denominatoris N 
Fadore (/> — ?{)* orta; ha: {p ^_ q -y + 


; inventis ergo numeraton- 

arti 
A 


Exemplum I. 


Sit hsc propofita Fundio frada ^ crtt r °h de~ 




3 0 DE TRANSFORMATIONE 

nominatoris Factorem quadratum ; S = i -+- & M =s 

AB' 

i — Sint fractiones partiales ex ortae — + — , erit 
A — y = ’ ~T~ll » pofito Fa&ore { = o ; hincque A — i. 
Tum erit M — AS = — xtf quod divifum per Faftorem 
fimplicem q , dabit T= — 24 , hincque B== ^ = , _|_ 1 ' > po- 
fito i = o ; unde erit B = o ; atque ex Factore denominatoris 
^ orietur unica hic fractio partialis 

Exemplum II. 

Sit hic propofita Functio fracta ^ -y j , | ^ > cu j us » 
ob denominatoris Factorem quadratum ( i — {)“ , fractiones par- 
tiales fint H — . Erit ergo M—f & S = 

(i — *)' i — t ° 1 

Af -t 

i + ^ ideoque A = ^ t , pofito t — { = o , 
feu ^ 1 — ; i : unde fit A = Prodibit ergo M — AS = 

?’ — T — T =— T + ?' — T f » t u °d P^ i — { 
divifum dat 7 ’= — - \ {{ + -j- {' • ideo- 
que b = ~ = > P oflto { = 1 ; ita ut fl * 

B = ; fractiones ergo partiales qusfiti funt 1 .y r 

— i(T— 

44.. <St Functionis fracta denominator N Factorem habeat 

(p — -qz) 1 fequenti modo fractiones partiales ex hoc Factore 

oriunda 7 — -7 + ; — -r H ^—7 reperientur. 

(p <\e.y Ip qi) p qz * 


FUNCTIONUM, 3 , 

Ponatur N=(p — q{)'S, fitque fradio ex Fadore S orta Cap-H. 


erit P— M ~ AS ~ ”(/> — — C(p — „i Ys 

S ’ ( p — )' 

= Fundioni integra;. Numerator ergo M — AS — . 
B (p — qi) S — C ( p — q{)‘S ante omnia divifibilis e(Te 
debet per (p — q{)’ i unde is , pofito p — q\ — o, feu ^ = 
, evanefcere debet , eritque adeo M — AS = o , ideoque 

A= -g , pofito ^ Invento hoc pado A , erit M — 

AS divifibile per p — q ^ ; ponatur ergo A v = T , at- 
que T — BS — C (/> — — ) S adhuc per ( p — q^)‘ erit di- 
vifibile ; fiet ergo = o , pofito p — <]{ = o ; ex quo prodit 
B — pofito i — Sic autem invento B erit T — BS 
divifibile per p — q{. Hanc ob rem , pofito - 
fupereft ut V— CS divifibile fit per p — q^ ; eritque ergo 
V — CS= o , pofito p — q\ = o , atque C = j , pofito 
l — Inventis ergo hoc modo numeratoribus A , B , C , 
fradiones partiales ex denominatoris N Fadore (p — q?y 


orti erunt 



j ” | 

( p — p — n 

E X E M P t U M. 


Sit propofita hic frada Fundio ^ \ ) ’ ex cu j us 

4enominatoris Fadore cubico (i — ^ )' oriantur hae fradio- 
nes partiales : ( + ( — + T~- Erit er g° 

M = li & S = i -f~ {{ \ unde fit primum A = — -I*- 


?l DE TRANSFORMATIONE 
Li b. I. pofito i — j = o feu { = i ; ex quo prodit A = ~. Jam 
ponatur T = t ■ - , erit T s== f ■ - — — y — 

* • i , 

Y { ; unde oritur B = — , pofito { = i , ita ut fit 
B = — y. P° natu r porro V = — - y - / erit 

unde fit C = f =T^ 

pofito { == i » ita ut fit C = — y. Quo circa fraftiones 
partiales ex denominatoris Fa&ore ( i — { )' orts erunt 


at* — V' — \)‘ 


4 t * — K )’ 


45 . Si Functionis fracta; ^ denominator N Factorem habeat 
( p — qz ) n ; fractiones partiales hinc ortae — + 

— - 1 - + J fequenti 

(p — q*> * * 


(p — q Z )“ 1 

modo invenientur. 


Ponatur denominator N = (p — q^) n Z , atque, ratioci- 
nium ut ante inftituendo , reperietur ut fequitur : 

Primo A = ~ , pofito j = -y. Ponatur P = ^ "y 
Secundo B = ~ , pofito 7 = — . Ponatur Q = y — f ^ 

Z * 1 <7 P \ 


Tertio C = ^ , pofito { = — . Ponatur K = y - 


Quarto 25 = y , pofito { = y. Ponatur S 
Quinto E = ^ , pofito { = y. &c, 


JE=/ L 


Hoc ergo modo fi definiantur finguli numeratores conflan- 
tes 
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FUNCTIONUM. 33 

tes A , B , C , D , &c. invenientur omnes fradiones partiales , Cap. II. 
qua: ex denominatoris N Fadore (/> — q^) n nafcuntur. 

Exemplum. 

Sit propofita ifta Fundio frada t ^ ^ ex cujus deno- 
minatoris Fadore nafcantur h® fradiones partiales ~ ~ 

C D E ^ ^ 

+ + ^- + Y' Ad quarum numeratores conflantes inve- 

niendos , erit M = 1 + {{ atque Z = 1 4 “ {' » & 

Y = o. Sequens ergo calculus iileatur. 

Prunum eft A = > pofito { = o ; ergo A—i. 


Ponatur P ■ 


M — AZ 


= ^ Eritque fe- 


cundo B = -g = , pofito f = o ; ergo B = o. 

Ponatur Q = P ^ = 1 — ^ ; 


; eritque ter- 


tio C = , pofito j o : ergo C = 1. 

Ponatur R = Q — = * * = — 1 — ^ ; erit 

quarto D = 7^ = — t , pofito f = o ; ex quo fit 


erit 


D : 

Ponatur 5 = ^=^?= =rll±il = _ ? + {{ 
quinto E = ^ , pofito j = o ; unde fit £ = o. 

Quo circa fradiones partiales quadit® erunt hce : 

J_ + £. + -L _ -L + 

?1 -t- ^ t- ^ 


Euleri Introduci, in Anal, infin. 
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34 DE TRANSFORMATIONE 
L i b. I. 46. Quacunque ergo propofita fuerit Funclio rationalis fraclct 
^ , ea Jequcnti modo in partes refolvetur , atque in formam fim - 
pliciffimam tranj 'murabitur.. 

Quaerantur denominatoris N omnes FaVores fimplices five 
reales five imaginarii ; quorum qui libi pares non habeant , feor- 
fim tradentur & ex unoquoque per (jj. 41 , fradio partialis erua- 
tur. Quod fi idem Fador fimplcx bis vel pluries occurrar , ii 
conjundim fumantur atque ex eorum produdo , quod erit po- 

teftas formae ( p — qf ) n , quaerantur fradiones partiales con- 
venientes per §. 45. Hocque modo cum ex fingulis Favori- 
bus fimplicibus denominatoris erutae fuerint fradiones partiales , 
tum harum omnium aggregatum aequabitur Fundioni propofitae* 

~ , nifi fuerit fpuria ; fi enim fuerit fpuria , pars integra in- 
fuper extrahi atque ad iftas fradiones partiales inventas adjici 
debehit , quo prodeat valor Fundionis ^ r - in forma fimpliciffima 

exprelfus. Perinde autem eft five fradiones partiales ante ex- 
tradionem partis integrae , five poft quaerantur. Eaedem enim 
ex fingulis denominatoris N Fadoribus prodeunt fradiones par- 
tiales , five adhibeatur ipfe numerator M , five idem quocun- 
que denominatoris N multiplo vel audus vel minutus ; id quod 
regulas datas contemplanti facile patebit. 

Exemplum.. 


Quaeratur valor Fundionis — - r-r-, — \ — r in forma-. 

. 1 (' — ?) (‘+0 
fimpliciflima exprefTus. Sumatur primum Fador denominatoris 

folitarius X + 7 , qui dat dL = — x , erit M = 1 & Z = 
— 1 f + Hinc ad fradionem 741^ inveniendam , erit 
A = ‘ , pofito 1 = — 1 ; ideoque fit A = 


e 
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— ~ , atque ex Factore 1 + { oritur hxc fractio partialis 
. Jam fumatur Factor quadratus (1 — {)' qui dat 
Y = 1 j M = 1 , & Z = + ^ 4 . Pofitis ergo fractioni- 

bus partialibus hinc ortis — y + t B " » erit Al = 

M — ~Z 

» polito 1 = 1 ; ergo A = -b ; fiat P = , - 

1 b b ^ 4 

1 — = !+ { + {{ + 5 eritque B = 


P_ 

Z 


1 — t 
1 + { + ?{ + y {’ 


?' + f 


, pofito ^ = 1 ; ergo B = 
— & fractiones partiales quxfitx —7 — rr + — c. 

Denique tertius Factor cubicus dat —■ = o ; M^= 1 ; & 
Z = 1 — | Pofitis ergo fractionibus partialibus 

his -f H — : H ; erit primum yj = ^ = -r— , , 

A/ 2 

pofito j = o ; ergo A = 1. Ponatur P = = 1 + 

^ p 

f — , erit B = , pofito ^ = o ; ergo B = 1. Pona- 

tur Q = — = x — ; erit C = ^ , pofito f = o ; 

ergo C = x. Hanc ob rem Functio propofita , ^ *)■ ( Tp-) 

in hanc formam refolvitur -b _t — b -i. ~ _ — l 

+ — 7 - — j ^ ^ : nulla enim pars integra infuper 

accedit , quia fractio propofita non eft fpuria. 


E x 


Cap. II. 
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j6 DE TRANSFORMATIONE FUNCTIONUM 


C A P U 


I I I. 


De transformatione Functionum per fubfiitutionem-. 

4 6 bis. 1 fuerit y Functio quacunque ipfius z , atque z definiatur, 

per novam variabilem x , tum quoque y per x definiri poterit. 

Cum ergo antea y fiiidet Funftio ipfius f , nunc nova quan- 
titas variabilis x inducitur , per quam utraque priorum y & { 

definiatur. Sic, fi fiicrity = ^j^, atque ponatur {= | 

hoc valore loco ^ fubflituto , erit y = ] ^ xx - Sumpto 

ergo pro x valore quocunque determinato , ex eo reperien- 
tur valores determinati pro ^ & y , ficque invenitur valor 
ipfius y rcfpondens illi valori ipfius ^ qui fimul prodiit. Uti fi 

' fit x = , fiet \ = y , & y = y ; reperitur autem quoque 

y = y , fi in , cui exprefiioni y aequatur , ponatur f=y . 

Adhibetur autem haec nova: variabilis introdu&io ad duplicem 
finem : vel enim hoc modo irrationali tas , qua expedio ipfius 
y per { data laborat , tollitur ; vel quando ob atquationem altio- 
ris gradus , qua relatio inter y & \ exprimitur, non licet Func- 
tionem expliciram ipfius { ipii y iqualem exhibere , nova va- 
riabilis x introducitur , ex qua utraque y & { commode definiri 
queat : unde iniignis fubditurionum ufus jam fatis elucet , ex 
fequentibus vero multo clarius perfpicietur. 

47. Si fuerit y = s/ {& -(- b z ) ,• nova variabilis x per quam 
utraque z & y rationaliter exprimatur , fequenti modo invenietur. 

Quoniam tam { quam y debet ede Fundlio rationalis ipfius x ; 
perfpicuum ed hoc ob*tincri fi ponatur \l( a -)- ) = bx : Fiet 

enim primo y = bx ; & a -\-b^=bbxx; hineque f =£ jcjc — 

Quocirca utraque quantitas y & { per Fun&ionem ratiojialem 
ipfius x exprimitur ; fcilicet cum fit y= V(« + i{) fiat . 

— f » w* y = 


Digitized by Google 


PER SUBSTITUTIONEM. 37 

48. Si fuerit y = (a + bz) m ' n ; nova variabilis x , per C bf.UI 
quam tam y quam z rationaliter exprimatur , fic reperietur. 

Ponatur y = x m , fietque ( a + b{ ) m ' ” = x m ideoque 

(a-\-b^y :n =x: ergo a + b% = *" & ^ = - ~~ a . Sic 
ergo utraque quantitas y & { rationaliter per x definietur , ope 

fl 

fcilicet fubftitutionis {= - — yf — , qua; prxbet y=x m . Quam- 
vis igitur neque y per { , neque viciffim q per y rationaliter 
exprimi poffit ; tamen utraque reddita eft Funftio rationalis 
novx quantitatis variabilis x per fubftitutionem introduflx, fcopo 
fiibftitutionis omnino convenienter- 

49. Si fuerit y = ( ) 5 rec i ulr l lur nova quantitas 

variabilis x per quam utraque y & z rationaliter exprimatur. 

Manifeftum primo eft fi ponatur y=zx m , quxfito fatisfieri ; 
ent emm ) = x , ideoque = x ; ex qua 

aequatione elicitur a x ; qux fubftitutio prxbet yz=x m . . 
gx n — b 

Hinc quoque intelligitur fi fuerit ( ) >■ 

tam y quam ^ rationaliter per x expreftiim iri, fi utraque formula 

rrt ~ fl 

ponatur =x mn ; reperietur enim y= ct m ' x : ■ 

f x- C ga:’— — £ 

qui cafus nil habent difficultatis. 

50. Si fuerit y = V((a + bz) ( c + dz)) ; fubflitutio idonea 
invenietur , qua y & z rationaliter exprimantur , hoc modo. 

Ponatur b^) (c -\-d: f)) = (a + b\ ) x , facile enim 

perfpicitur hinc valorem rationalem pro f efle proditurum ; 
quia valor ipfius { per xquationem fimplicem determinatur. Erit; 


Digitized by Google 


38 DE TRANSFORMATIONE FUNCTIONUM 


I. 


ergo = xx , hincque { = ^ arX j . Quare 

porro fiet a + 67 = i & ob y=V((n + £>{) (<■ -W{)) 

= ( a + b{) x habebitur y = - ^ ^ fundio ergo 

irrationalis y = V(( <* + £{) (c+d{)) ad rationalitatem per- 
ducitur ope fubftitutionis j quippe qua; dabit 

y = ^ h 'b~-l?l X - Sic , fi fuerit y == V {aa — {{ ) = V (( a + { ) 
( a — { )) ; ob b = + 1 > c = a , <1= — i ; ponatur 7 = 
■ a eritque y = Quoties ergo quantitas poli 

lignum V habuerit duos Fa&ores fimplices reales , hoc modo 
redu&io ad rationalitatem abfolvetur ; fin autem Fa&ores bini 
fimplices fuerint imaginarii , fequenti modo uti proeliabit. 

51. Sit y = V(p -bqz + rzz) ; atque requiritur fubjlitutio 
idonea pro z facienda , ut valor ipfius y fiat rationalis. 

Pluribus modis hoc fieri potell , prout p & q fuerint quan- 
titates vel affirmativa; vel negativa:. Sit primo p quantitas 
affirmativa , ac ponatur aa pro p ; ctiamfi enim p non fit qua- 
dratum , tamen irrationalitas quantitatum conflantium prifens 
negotium non turbat. Sit igitur 


I. y = V( oa + £7 ) / ac ponatur V ( aa + C77) 

= a -|- r j ; erit b + c 7 == z ax -J- xx 7 / unde fit 7 = 

b • — l ax _ • 1 bx axx ac , . 

: tum vero erit y = a -J- x? = : ubi 1 

xx — c J * xx — c * 

& y funt Fun&iones rationales ipfius x. Sit jam 

II. y = V (<2*277 + £7 + c) ; ac ponatur V(^{{ + b{ -j-c) 
= a{ + x ; erit £7 + c = z ax{ + xx , & 7 = f z ~~ x - Tum 


autem fit y = <27 + * == — *c + ix — a x x 

J t b x a x 

III. Si fuerint p & r quantitates negativa; ; tum , nili fit 
qq 4/>r , valor ipfius y femper erit imaginarius. Quod fi au- 
tem fuerit qq ;> t^pr ; exprellio /> + ?{ + in duos Fa&ores 
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PER SUBSTITUTIONEM. 39 
refolvi poterit , qui cafus ad §. pratced. reducitur. Sspcnumero Cap.IIT. 

autem commodius ad hanc fornlam reducitur , y = V ( aa 

+ (6+^3) ( </ + e j ) ) ; pro qua ad rationalitatem perdu- 
cenda ponatur y= a — -j- c ^ ) at , eritque d = zax 

+ bxx + c xx 1 ; unde fit f = J ~ c ** x Z fff e *** . & y === 

~ a 1 ■ c ' ■ b - ~ — — . Interdum commodius fieri 

cxx e 

poteft redutflio ad hanc formam , y = + 

( d -j~ e j )). Tum ponatur y = a{ 4 “ (£ ri- c{).v ; erit d -f- ej 
= z a x? + b xx -f- c xx 1 & 1 = i - z z , atque 

ad 4 ~ ( !>c cJ) x abxx 

y e iax cxx 


Exemplum. 


Si habeatur ifta ipfius ^ Fun&io irrationalisy=V ( — 1 +3{' 
— ; qu$ cum reduci queat ad hanc formam y=V ( 1 — i 

+ 3? — ?{) = V ( 1 — ( 1 — {) (i — ?))» ponatur y = 
1 — ( x — { ) x , erit — 1 + { = — ix +jt* — xx^ & 
- lx + * x Deinde e ft * — - — ~ '+ ■ * ■ * 


? = 


-f- XX 




& 


y = x — (1 — ? ) * = I 


4* x XX 


1 4“ XX 

t 1 xx — . Atque hi funt fere 

cafus , quos Algebra indeterminata , fcu methodus Diophantaa , 
fuppeditat ; neque alios cafus in his tra&aris non comprehen- 
fos per fubftitutionem rationalem ad rationalitatem reducere 
licet. Quocirca ad alterum fublHrurionis tilum monftrandum 
progredior. 


J 2. Si y ejufmodi fuerit Functio ipfius z ut fu ay a 4 ~ bz C 4 " cy v z 
= o j invenire novam variabilem x , per quam valores ipfarum 
y & z explicite ajfignari queant. 

Quoniam refolutio aquationum generalis non habetur , ex 
aequatione propofita ay' 4- 4~ cy y q =0 neque y per { 


4 o DE TRANSFORMATIONE FUNCTIONUM 
I. neque viciffim i per y exhiberi poteft. Quo igitur huic in- 
commodo remedium afferatur j ponatur y = * { > eritque 
ax * m _j_ l ^ -j- c x ym f =o. Determinetur nunc ex- 
ponens n ita ut ex hac aquatione valor ipfius { definiri queat ; 
quod tribus modis prafiari potell. 


C • • an 

I. Sit «.n = £ ; ideoque n = — ; erit , aquatione per { 
= { divifa , ax am + b + cx ym { n ~ C + t = o ; unde 


oritur ^ 


/ — ax * m ~rJ ) >" — c + * , five 

V rrV" 


ai ccm b . (y «£ 4 * f & 

1 cx' m 

C 

m / x tm b \ c y «t C -J- a t • 

* * c*»* 


II. Sit £ = -y n 
j C divifa , ux“ m { 


,-b-*cx ym s 

?= C ' 


4- J feu n =- ; erit , aquatione per 

y 

«n — C -(- i + cx ym = o ; unde* oritur 

an — e — f — b — ‘t 7 - ) «c — ai — Cy • 

ax*™ 

* C r 


m / 

atque y = x ( 


— i 


>/7I 


^ «C — — fy.' 


III. Sit an = y n + $ , feu n = ; erit , aquatione 

per £* divifa , ax* m + b{~~ xn + cx ym =o ; unde oritur 

I 
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PEJL SUBSTITUTIONEM 41 

, _ym * 

( ~ C * ),C — C y — «J. atque 

y — *”( — ax * m ~ cx ’ >m ) 

. Tribus igitur diverfis modis erutas funt FundHones ipfius x , 
qua: ipfis j & j funt aequales. Praeterea vero pro m numerum 
pro lubitu fublfituere licet cyphra excapra ; ficque formulae ad 
commodiflimam exprelTionem reduci poteruht. 

. Exemplum. 


Exprimatur natura Fun&ionis y per hanc aequationem y' 

— c y \ = o ; atque quaerantur Fun&iones ipfius x ipfis y & ^ 
aequales. Erit ergo a = — 1 ; b = — 1 y a = 3 ; £ = 3 ; 
•y = 1 ; & £ = x. Hinc primus modus dabit , pofito m = 1 , 


? = ( £l 7r L ) & r= jf ( £ rr L > = 

y = T-fx 7 5 c I uarum expreflionum utraque adeo e (i ratio-' 
nalis. 

Secundus modus yero dabit hos valores : 


? = (! 


«:3 


) ,&y=x(! 


five 


{ = — ^ ( cx — O» & y = — v' (cx — 1 )’. 

Tertius modus ita rem expediet ut fit 
l — (cx — x' ) l 1 , & y = x (cx — x' )' \ 


53. Hinc a pofleriori intelligitur cujufmodi aquationes , quibus 
valor Funclionis y per % determinatur , hoc modo novam varia- 
bilem x introducendo rejolvi queant. 

Ponamus enim refolutione jam inllituta prodiifle has deter- 
Euleri Introduci, in Anal, injin. F 
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4 i. DE TRANSFORMATIONE FUNCTIONUM 

Lib.J. . . , ai* + + ci 5, + &c./' r 

— minationes 7 = ( 1 ) , atque v = * 

* A + Bz u + Cx’ + &c. 3 

ax * + bx C + c J _ | + _ & c. } * :r er ; P =X P 1 & hinc 

x=yz— q:p . Cum igitur fit ^+HL+i££- , fi 

loco x ejus valorem y{~‘ l P fubftituamus ; prodibit ifla aqua- 

tio z rp = ay * * * q P b yC * C<1P cy7 * 7 q P &Cl - 

* A + ByKi—WP+C/i—’™- j-&c.* 

qua; reducitur ad hanc A^ rp + By p { ^ r P q )‘P 4- Cy r 
? (r— r ? ): ? + &£ = fl y * •«:* 4. Cq:p 

+ cy y { r? / ’ + &c. quiB multiplicata per f’ qp tranfibit 
in hanc : A^ xq+r):p + By“ { UrvrM* + Cy ’ l (*«— ' 9 + 0 * 

+ &c. = ay* 4~ by‘ ^' J ' q £q ' > ' p 4* qy 7 { 4. & c . 


Ponatur 


»7 + r . 


/72 & — ^ z=z n : fiet [ *] p = «. — C ,* 
p p r 

q=n , & /-=«./ 7 i — € /n — «.n ; atque nafcetur ifta squatio : 

Af + By p A + c/ { »*— «:(«— fi) + & c . _ 

dy“ + iy* 7 + cy y 4_ q ll£ 

proptcrca ita refolvetur ut fit : 

, = ( ax * + txC +- C3,y + &c - a B «i — C«T — «n & 

«/4 B x “ C x f -f* &c. 

y __ y ( a z * + 5jg + ^ + &c -) aOT Cm a /i' 

3 * .44- /?«“+ cx v 4- «/c. 

Vel ponatur — = m , & — r = n , erit m — n 


[* J Quoniam ires adfunt indeterminata: , fic dua tantum aquationes, licuit 
ponere p = * fi. 
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PER SUBSTITUTIONE M. 43 

= m i & A = , atque -1 = m — Hinc Cap.HL 

p p p 1 p p 

fir [ * ] p = /ul ; q = m — n ; & r = /j.m — a.m + een ; atque 
hasc aequatio relultabit : 

+Oy { tC/ ? + &c. = ay 

_j_ — O (m — _j_ c yr ,(* — r) (« — «):.« 

4 - &c. quae ita refolvetur ut fit : 

? — ( al * + bxC + c * y + .. &c :\ /tm 'xm -j- *n & 

1 ^ + /?*■“ + C«' + &c. 

- m /I 

y __ z ax "f* ^ * 4~ ^ y 4~ & c - j « m « /n -f- a. n’ 

J A + Bx^ + Cx’ + tic. 


54. Si y ita pendeat a z ut fit a yy + b y z + c zz + d y 
-f- e z = o j fequenti modo tam y quam z rationaliter per novam 
variabilem x exprimetur. 

Ponatur y = x £ , erit divifione per j fada : 
a xx 7 + 1 x 7 4~ C 7 4" dx 4~ t = o , ex qua reperitur 
- _ jX L . & y = rZZJ XX —-U; 

? ax x b x -\- c’ ' Air 4" 4" c 

At vero ad formam propofitam reduci potefl: haec axjuatio 
inter y & 7 : a yy b y ^ c ^ + d y e ^ + f= ° dimi- 
nuendo vel augendo utramque variabilem certa quadam quan- 
titate conllante , unde & haec aequatio per novam variabilem 
x rationaliter explicari potelh 

55. Si y ita pendeat az , ut Jit a y' 4 " by’z 4 * cyz’ 4 ~ dz’ 
4- e yy 4" f y z 4~ g zz = 0 > fequenti modo tam y quam z 
rationaliter per novam variabilem x exprimi poterit. 


Ponatur y = x % , & faci a fubftitutione tota aequatio per 77 
dividi poterit : prodibit autem a x' ^ 4 - bxx ^ 4 ” + d j 

+ exx +fx+g=0 . Unde oritur ? = 

ex quo erit y = 

1 •» ax bxx-rcx d 


F i 


[* ] Eadem caufa qua fupra fuit p = t — fi. 



Lib.I 


' l 


44 DE TRANSFORMA TIONE FUNCTIONUM 

Ex his cafibus facile intelligitur quemadmodum aequationes: 
altiorum graduum , quibus y per ^ definitur , comparata: efie 
debeant , ut hujufmodi refolutio locum habere queat. Ceterum 
hi cafus in fuperioribus formulis 5 3. continentur : at , quia 
formula generales non tam facile ad hujufmodi cafus fapius 
occurrentes accommodantur , vifum cfi horum aliquos leorfim 
evolvere. 

5 6 . Si y ita pendeat a z ut fit a yy + b y z + c zz = d 
hoc modo utraque quantitas y & z per novam variabilem x rx- 
primetur. 

Ponatur y = xj , eritque ( axx + 6x + c) ^ = </, ideoque 

? = V & y = * V TETTiiyc 

Simili modo fi fuerit, ay' -\-by' { + cy {’ = ej 

pofito y = xf , tota aequatio per j divifa dabit ( ax ' + 6xx 
,+ cx + d) 11 = ex +/; unde oritur ? = 

& y = x V — rrr 1 ^ i — j. Hi autem cafus aliique 

J a x 1 -f-A xx cx -f- d 1 

fimiles refolutiones admittentes comprehenduntur in fequente 
paragrapho. 

57. Si y ita pendeat azutft ay m -j- by m 1 z + cy m 1 z 
+ dy m 3 z' + &c. =«.y" + £y n 1 z 4* -yy" 1 z* 
+ £ y n * z' -f- &c. , fequenti modo tam z yim/n y commode: 

per novam variabilem x exprimetur. 

Sit y = x ^ , atque fa<fta fubftitutione tota aquatio dividi 
poterit per , fiquidem exponens m fit major quam n ; eritque 
(a.r m + bx m — t + cx m — 1 + &c. ) f~ H = 

4 - €x n 1 -t- yx n 1 4" &c. unde obtinebitur 


_ .HtgtUzed by Google 


PER SUBSTITUTIONEM. 

n. n 1 . b » . b l . I : ( B! b) 

b «a + Cj + >* + J* + &c. \ & 

1 ' >rt L L m 1 1 m 2 I 7 * I 0 ' 

ax +• bx cx + dx + &c. 

+Ca + yx + Jx - |- &c. , 

ax •+■ bx + cx + dx •+■ Scc. 

Hic fcilicet refolutio locum habet , fi in aquatione naturam 
Fun&ionis y per ^ exprimente , duplex tantum ubique occurrit 
dimenfionum ab y & £ fumptarum numerus ; uti in cafu trac- 
tato in lingulis terminis numerus dimenfionum vel eft m vel n. 

58. Si in aquatione inter y 6' z triplicis generis dimenfiortes 
occurrant j quarum fumma tantum Juperet mediam , quantum heec 
media infimam , ope refolutionis aquationis quadrata variabiles 
y & z per novam x exprimi poterunt. 

Si enim ponatur y = x^ , divifione per minimam ipfius f 
poteftatem fa£h , valor ipfius f per x , ope extractionis radi- 
cis quadrati exhibebitur > id quod ex fequentibus exemplis 
erit manifeftum. 

Exemplum I. 

Sit ef + by\ + cytf + d(—%eyy +tfy\ + igtf + ty + i{ i 
ac ponatur y = xq : erit > divifione per f faita , ( ax' + bx x 
+ cx + <0 === 1 (exx -\-fx -j- g) { -J- hx -f- i ex qua fe- 

quens ipfius f obtinebitur valor : 

_ exx-\r/x -f-ifrfr V ((exx - f- /x + <?)’+ (aa~+ bxx + + <)) 

‘ aa’ + iax-|“ca + ij( 

quo invento erit y = x 

Exemplum I L 

Sity'±=ifl^' -f -by+ci; ac, polito y=jr{, erit x' f=era{{ 
+ bx + c ; ex qua reperitur = a — ^ ( ^ h x cx ) ; & 
=t-V(a+V(ad+ix*-K a')) J d=V(‘« + 

? 77V~* Tyl 


Caf.III. 


4 6 DE TRANSFORMATIONE FUNC . PER SUBS. 

Exemplum III. 


Sit y'° = + byf + c{ 4 > in qua cum Jimenfiones fint 

10,7, & 4 , ponatur y =xj ; atque tcquatio per divifa abibit 
in hanc : x'° f = xax + b x + c feu f = i££5_Hr*£+£ . 

unde invenitur f = ax — x V ( * — ^ f ^ ; ideoquc • 

erit f (“ + »*’ + »")) ; arque y _ 

V ( «rh V ( a ±-\~ * *’ ~t lg£_) ). E x quibus exemplis ufus hujuf- 
modi fubffitutionum abunde perfpicitur. 


CAPUT IV. 

De explicatione Functionum per feries infinitas. 

59- Cum Fundiones fradte atque irrationales ipfms j non 
in forma integra A -|- B[ + Df + &c. continen- 

tur , ira ut terminorum numerus fit finitus , quatri folent 
Iutjufmodi exprefliones in infinitum excurrentes , qua: valorem 
cujufvis Fundionis five frads five irrationalis exhibeant. Quin 
etiam natura Functionum tranlcendentium melius intelligi cen- 
fetur , fi per ejufmodi formam, etfi infinitam, exprimantur. 
Cum enim natura Fundionis integra optime perfpiciatur , fi 
fecundum diverfas poteflates ipfius ^ explicetur , atque adeo ad 
formam A -f- B{ + C{ + DP + &c. reducatur , ita eadem 
forma aptiffima videtur ad reliquarum Fundionum omnium 
indolem menti reprafentandam , etiamli terminorum numerus 
fit revera infinitus. Perlpicuum autem efi: nullam Fundionem 
non integram ipfius f per numerutn hujufmodi terminorum 
A + + C|* + &c. finitum exponi polle ; eo ipfo enim 


PER SERIES INFINITAS. 47 

Fun&io foret integra; num vero per hujufmodi terminorum Ckv IV. 

feri em infinitam exhiberi poffit , fi quis dubitet , hoc dubium 

per iplam evolutionem cujufque Fumflionis tolletur. Quo au- 
tem hxc explicatio latius 'pateat , prxter potefiatcs ipfius 7 
exponentes integros affirmativos habentes , admitti debent po- 
tellates quacunque. Sic dubium erit nullum quin omnis Funftio 
ipfius { in hujufmodi expreffionem infinitam tranfmutari poffit : 

Af + B^ c C fi' + D{ + &c. denotantibus exponen- 

tibus a. , C , y , § , &c. numeros quofeunque. 


60 . Per divifionem autem continuam intelligitur fraclionent 


+ Cz 

a C' z 


rejolvi in hanc feriem infinitam — — - C z -j- 3 c ‘ z ’ 

— + — — t , quee , cum quilibet terminus ad 

fequentem habeat rationem confiantem i : — , vocatur feries 
geometrica. 


Poteft vero quoque hxc feries ita inveniri ut ipfa initio 
pro incognita habeatur : ponatur enim ^ = A -j- Bq -f- 

C fi + Dfi + E fi -(- &c. atque ad xqualitatem producendam 
qnzrantur coefficientes A , B , C , D , &c. Erit ergo a = 
(« + €{) (-/4+Bj-f-Cf 1 -\- Dfi &c. ) , & multiplica- 
tione aclu pera<51a fiet 

a = a. A + xB | + «■ C fi -f- a.D fi -f- a. E fi -f- &c. 

+ &A { + QB fi 4* & C fi + QDfi -j- & c. 


Quamobrem efie debet a = a. A , ideoque A = -i , & coef-- 

ficienrium uniufcujufque poteftatis ipfius { fumma nihilo xqualis 
cfi ponenda : unde prodibunt hx xquatior.es , 

«. B -f- ZA = o cognito ergo quovis coefficiente 
a C + Cfl = o facile reperitur fequens ; fi enim 
a. D -f- £ C = o fiierit coefficiens termini cujufque = P 
u.E - f- £ D=z= o & fequens = Q erit a. Q -f- = o 

&c. five Q = — , 

v a 
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Lib. 


48 DE E XP VICATIONE FUNCTIONUM 
Cum igitur terminus primus A fit determinatus = — ex eo 
fequcntes littera: B , C , D , &c. ^definiuntur eodem modo , 
quo ex divifione funt orti. Ceterum ex infpe&ione perfpicitur 
in ferie infinita pro * c „ inventa poteftatis \ coefficientem 

fore = + , ubi fignum + locum habet fi n fit numerus 

OC 

par , fignum — autem fi n fit numerus impar : feu coefficiens 



61. Simili modo ope divifionis continuata hac Funclio fracla 
in f erlem ln f Lnltam converti potejl. 

Cum autem divifio fit tidiofa , neque tam facile naturam 
feriei infiniti ollendat , commodius erit feriem quifitam fin- 
gere , atque modo ante tradito determinare. Sit igitur 

. = A + i, + C,' + D;' + £;• + &c. 

multiplicetur utrinque per «. + + y 77 , atque fiet 

a b 7 = ct A -j- & Z "I” u.C -f- a.D\ -f- a. E 7' + &c. 

-j-GA7-\-G,Bq + € C ? ’ + CDf + &c. 

4 - y-A\ + y + yC{* + &c. 

Hinc erit a A = a ; a. B + € A = b ; unde reperitur 
A = - 2 - & B = — — ; reliqui vero litteri ex fequen- 

tibus iquationibus determinabuntur t 

«. C + QB -(- yA= o hinc ergo ex binis quibufque coeffi- 
a.D C C + y B = o cientibus contiguis fequens reperi- 
u.E-\-QD-\-yC = o tur. Sic fi duo coefficientes contigui 
aF+££ + 7 D= o fuerint P , Q&c fequens R , erit «. R 

&c. -f- CQ -f-yP=ofcuR=^ r ^ " P . 

Cum igitur dui litteri primi A & B jam fint inventi fe- 
quentes C , D , E , F &c. omnes fuccelfive ex iis invenien- 
tur , 
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PER SERIES INFINITAS. 49 
tur , ficquc reperietur Series infinita A + B{ -f- Cj' + Z>' + Scc. Cap.IV. 
Fundioni frads propofits — r-^— — squalis. 

Exemplum. 

Si fiierit propofita fiatc fradio - r - + — , huicque squalis 
(fatuatur Series A -}- B ^ + C -(- /_) -)- &c. ob a — i ; 

b = i ; «.= i ; C= — x ; y= — i ; erit A=i ; B = ^ ; 
tum vero erit 

C = B + A quilibet ergo coefficiens squalis eft fum- 
D = C -f- B mi duorum praecedentium ; quare (i cog- 
E=D-\-C niti fuerint duo coefficienres contigui 
F= E +D P &. Q, erit fcquens R = P - r O. 

&cc. 

Cum igitur duo coefficientes primi A & B fint cogniti , fradio 

propofita — 1 - 1 - — in hanc Seriem infinitam tranfmutatur 
1 T ' n 

1 + + 4{’ + 7{' + 1 J { 4 + t8^ + &c. , qus nullo nego- 

tio quoufque libuerit continuari potefi. 

61 .. Ex his jam fatis intelligitur indoles Serierum infinitarum , 
in quas Fundiones frads tranfmutantur ; tenent enim ejufmodi 
legem , ut quilibet terminus ex aliquot procedentibus determi- 
nari pofiit. Scilicet , fi denominator fradionis propofita; fuerit 
«. + , atque Series infinita (fatuatur 

A + B; + Ci'+......+P { a +Q^ 1 +R£+ 3 -+S l n +l+&: c . ; 

quilibet coefficiens Q ex procedente P folo ita definietur ut 
(ita^ + oP = o. Sin denominator fuerit trinomium «. + £?-)- 
y{{ , quilibet Seriei coefficiens R ex duobus procedenti- 
bus y & P ita definietur ut lit a.R -f- £ Q -f* yP = o : flmili 
modo fi denominator fuerit quadrinomium , ut « + -f- y,* 

${’ , quilibet feriei coefficiens S cx tribus antecedentibus 
R, Q &i J ita determinabitur , ut fit aS-j-SR-j-y (J4-S p — „ 

Euleri Introduci, in Anal. infui. Q 
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*o DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM 
Lib. I. ficque de ceteris. In his ergo Seriebus quilibet terminus de- 
terminatur ex aliquot antecedentibus fecundum legem quandam 
conflantem , quo lex ex dcnominatore fraclionis hanc Seriem 
producentis fponte apparet. Vocari autem ha: Series a Celeb. 
Moivr^o, qui earum nataram maxime eft fcrutatus , fo- 
lent recurrentes , propterea quod ad terminos antecedentes eft 
recurrendum , fi fequentes inveftigare veiimus. 

63. Ad harum porro Serierum formationem requiritur ut 
denominatoris terminus conflans « non fit = o : cum enim 


inventus fit terminus Seriei primus A = ~ , tum is , tum 

omnes fequentes fierent infiniti , fi eflet «. = o. Hoc ergo cafu 
exclufo , quem deinceps evolvam , FunClio fracfta in Seriem 
infinitam recurrentem tranfmutanda , hujufmodi habebit formam 

* 1 '~t~ — ; u bi primum denomi- 


1 — — c*‘ — — ^1* — &c. 

natoris terminum pono =^= 1 , huc enim femper fra&io reduci 
poteft , nifi is fit = o ; reliquos autem denominatoris terminos 
omnes tanquam negativos contemplor , ut Seriei hinc formata: 
omnes termini fiant affirmativi. Quod fi enim Series recurrens 
hinc orta ponatur A-{-B^-\-C^-^- + &c. 

coefficientes ita determinabuntur ut fit 


A = a 
B = a. A b 
C = a. B -f - & A -j- c 
D= <t C -J- (o B y A -f- d 
E = a.D~{-^C~^~yB-\-SA-\-e 
&c. 

Quilibet ergo coefficiens oqualis eft aggregato ex multiplis 
aliquot procedentium una cum numero quodam , quem nume- 
rator probet. Nifi autem numerator in infinitum progredia- 
tur , hoc additio mox ceflabit atque quivis terminus fecun- 
dum legem conflantem ex aliquot procedentibus determina- 
bitur. Ne ergo lex progreflionis ufquam turbetur conveniet 
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PER SERIES INFINITAS. jt 
Funflionem fra&am genuinam adhibere : fi enim fradlio fpuria 
accipiatur , tum pars integra in ea contenta ad Seriem accedet , 
atque in illis terminis , quos vel auget vel minuit , legem pro- 
greffionis interrumpet. Exempli gratia haec fra<ffio fpuria 

* ' * ^ , praebebit hanc Seriem i 4-3{4-4{{4-6{' 

+ io j* + 16 / + i6f + 41 ^’ + &c. ubi a lege , qua quivis 
coefficiens efl lumma duorum praecedentium , terminus quartus 
6{’ excipitur. 

6 4 . Peculiarem contemplationem Series recurrentes meren- 
tur , fi denominator fractionis , unde oriuntur , fuerit potelfas. 

Sic , fi illa fra£fio in Seriem refolvatur , prodit 

(1 — **) 1 

a -|- + 3«' a ^‘ + 4*' 4* f * 4 a^, 4~ 

4~ b 4 ■ x « 3 4“ 3 b 4~ 4 b 


in qua coefficiens poteftatis ^ erit («4"0 & a + na” 1 b . Erit 
tamen haec Series recurrens , quia quilibet terminus ex duobus 
praecedentibus determinatur , cujus determinationis lex perfpi- 
citur ex denominatore evoluto 1 — xa^ 4" oaft. Si ponatur 
ct = 1 & ^ = 1 , abit Series in progrelfionem arithmeticam 
generalem a 4~ ( m 4~ ^ ) + ( 3 a + ^ ) + ( 4 fl -f 3^ ) + Ec- 
cuius differentiae funt conflantes. Omnis ergo progreffio arith- 
metica efl Series recurrens : fi enim fit 
A + B + C + D + E + F-ir &c. progreffio arithmetica , erit 
C = i B — A ; D = x C — B i E = z D — C t &c. 


65. Deinde haec fra&io Q b . — l — r=r (i — rt r) 3 

1 l' (1 «*)' v V 

= 1 4 - 3*{ 4 * i° 4 ~ i5« 4 { 4 4~ &c. traufmuta- 

bitur in hanc Seriem infinitam : 


4 - 6 * a 

-}- 10 ei a 

4 * 15 * 4 a 4 ~ bic. 

4" 3 « b 5 * 

-f* 6 et b ^ 

4 - lOx' b\* 

4- e 

4- 3 • c 

4 - 6 *' c 



G x 

• 




»► 


Cap.1V. 
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51 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM 
in qua poreftas y 7 ' coefficientem habebit ^ ' • ' n ^~ 1 ^ a." a 

£il±ii 1 b + LSZZil? a"—; 1 c . Quod Ii 


autem 


+ e. c. Quod 

ponatur a. = i & ^ = i , Series hsc abi bit in progreflio- 
nem generalem fecundi ordinis , cujus differentis fecunda: lunt 
conflantes. Defignet A-\-B + C-{-D-\-E -|- &c. hujul- 
modi progreflionem , erit ea fimul Series recurrens , cujus qui- 
libet terminus ex tribus antecedentibus ita determinatur ut Iit 
D=^C — jB+yf,- E—$D — 3 C+B ; F=$E — 5 .D 4 -C&C. 
Cum igitur terminorum in progreflione arithmetica proceden- 
tium fecundae differentis quoque lint squales , nempe = o , 
hsc proprietas quoque ad progrefliones arithmeticas exten- 
ditur. 


66 . Simili modo hsc fradlio a - ' 
Seriem infinitam , in qua 


4 - 




dabit 


poteflas 


hunc habebit coefficientem - 

b + 


” (n + x ) (n + i) x 'i — 1 
1. 1. 3 

( n — l) (» 


1 . 

( n • 


{ * 

ipflus f quscunque ^ 
) ( n -f- - ) ( n + 3 ) _|_ 


O 


1 . 

n ( 


3 

1 ) n 1 


C + 


I l — — cc" * d : pofito ergo a = 1 & { = 1 , 

hsc Series in fe compleretur omnes progrefliones algebraicas 
tertii ordinis , quarum differentis tertis fuat conflantes : omnes 
ergo hujus ordinis progrefliones, cujufmodi fit A-\-B-\~C-\-D 
F-\- &c. erunt fimul recurrentes ex denominatore 1 — 4^ 
4 - — 45' + r’ orrs ; unde erit E = <\D — 6 C 4 * 

4 B — A ; i' = 4 E — 6 D 4 C — B &c. , qus proprietas 
fimul in omnes progrefliones inferiorum ordinum competit. 

67. Hoc modo offendetur omnes progrefliones algebraicas 
cujufcunque ordinis , qus tandem ad differentias conflantes 
deducunt, eflc Series recurrentes, quarum lex definiatur ex / 
denominatore ( i — ^ )” , exiftente n numero majore quam is , 
qui ordinem progrefliouij indicat. Cum igitur a” 4- (a -\-b) m -\~ 
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PER SERIES INFINITAS. 5 3 

+ + ( a ~r 3 b) m + &c. exhibeat progreflio- ( ' A1 ’ 

nem ordinis m ; erit ob naturam Serierum recurrentium 

m m r . m 

0 = 0 — ( fl + £ ) + — ( a + i b ) 

_il!rp±H»= i} („ + 3 i)' + + 

~ ( a + ( n — i)b) ‘ + (a + nb) m ; ubi figna fuperiora valent 
fi n fit numerus par , inferiora autem fi n fit numerus impar. 

Hxc ergo xquatio femper efl vera fi fuerit n numerus integer 
major quam m. Hinc ergo intelligitur quam late patea» doc- 
trina de Seriebus recurrentibus. 


68. Si denominator fuerit poteflas non binomii fed multinomii, 
natura Seriei quoque alio modo explicari poteft. Sit nempe hxc 

fradlio propo- 

(1 — ^ — &c. ) m +‘ 1 

fita , erit Series infinita hinc nata 

1 tT »• 1 s ~ t. 2. i f A 


+ LfL±jJ y 

Ad naturam hujus Seriei penitus infpiciendam , exponatur hxc 
Series per litteras generales hoc modo : 

I + A l + C { ' + . . . + Kf~ 3 + L{ n—i + M _n—, + 

N f + &c. , ac quilibet coefficiens N ex tot procedentibus , 
quot funt litterae a.,Q,y, Sg &c. ita determinabitur ut fit: N 
= *Af + CI + i£±2 V K + iidbf SI + &c 
qux lex continuationis etfi non eft conflans , fed ab exponente 
patefiatis f pendet , tamen eidem Seriei alia convenit lex 
progrdlioms conflans , quam denominator evolutus prxbet , 
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54 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM 
L i b. I. natura Serierum recurrentium confentaneam. Illa vero lex non 
conftans tantum locum habet fi numerator fradionis fuerit uni- 
tas feu quantitas conftans ; fi enim quoque aliquot poteftates 
ipfius f contineret , tum illa lex multo magis fieret complicata , 
id quod poft tradita calculi differentiatis principia facilius 
patebit. 

69. Quoniam hadenus pofuimus primum denominatoris 
terminum conftantem non effe = o , ejufque loco unitatem 
collocavimus ; nunc videamus cujufmodi Series oriantur , fi 
in denominatore terminus conftans evanefcat. His cafibus ergo i 

Functio frada hujuftnodt formam habebit 


&c -~ , convertatur ergo, negledo denomi- 

natoris Fadore { j reliqua fradio “ ^ ^ Ji' in Seriem 

recurrentem A -f- -j- -(- D ^ atque, fada divifione 

per ? , manifeftum eft fore j = j + B + 

C { + Df + E( + &c. Simili modo erit + + 


= ~ + y + C -j- + E{ + &c. , atque generarim erit 

a + + c i’ + &c. — + B 4- C 

5 (1 — <q — f? — y \' — &c.) K K \ 


+ 


D 


m 

* 


) 


+ 8cc. quicunque numerus fiierit exponens m. 


70. Quoniam per fubftitutionem loco ^ alia variabilis x in 
Fundionem fradam introduci , hocque pado Fundio frada quas- 
vis in innumerabiles formas diverfas tranfmutari poteft ; hoc 
modo eadem Fundio frada infinitis modis per Series reourren- 
tes explicari poterit. Sit fcilicet propofita hic fradio y = 

— - & per Seriem recurrentem y = 1 + 1 { + 
■3 + 5 {' + 8 1' + &c. : ponatur % = D erit y 
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PER SERIES INFINITAS. 

= . “ + * ■ = Jam * 

XX X I l-f-x — XX I -t-x XX 


u 

_(_ Cap.i ;4 


o* + n — x' + ix' — 3*' + 5 x' — &c. ; unde 
erit y = — x + o x’ — x' + x’ — ix' + 3 x" — 5 x’ + 


&c. Vel ponatur 1 = 1 , 1 , erit y = — — unde 

r »■ l-j-x J I 4 X XX 

fit y = — a — iox — 41XX — I78x' — 754 * 4 — &c. 
cujufmodi Series recurrentes proy innumerabiles iriveniri pofTunt. 


71. Fundtiones irrationales ex hoc theoremate univerfali 

m 

in Series infinitas transformari folent , quod fit ( P + Q ) n 

m m n m——in 

= P«T 4 ” 1 P n Q m ( m — - n ) P n Q‘ + 
n n. 2 n x - 


m 3 n 

mA m — n ) ( m — m ) p n p> + &c. : hi enim 
n. 2 n. 3 n 

termini , nifi fuerit numerus integer affirmativus , in infi- 
nitum excurrunt. Sic erit pro m & n numeros definitos feri- 
bendo. 


(P+ <2)*= P i + ± P" i Q— ±1 


r. 1 d 1 


Q’ + 


1. I. 

2 . 


P -> Q’ _ &c . 

( P + Q ) * = P * ^ P —i Q +£**“* C‘ — 


■^4 P 4 Q' + &c. 

2. 4. 6 


< p + q )* = P i + j p — » q — 41 p-' e + 

'trj p ~' Q' - «“• 
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(P + Q)~ J 

P~^ 

3. 6 . 9 


p~' - ~ p - 1 e + H P_I e- 


Q' + &c. 


( p + q y = p< + | p— T <2 


3. 6 


*• 1 P~ f Q' + 


3- ° 


*“* e - &<• 


&c. 


7Z. Hujufmodi ergo Serierum termini ita progrediuntur ut 
quilibet ex antecedente formari poffit : fit enim Seriei , qui ex 


-kn 


( P + Q ) n nafcitur , terminus quilibet = AI P 


erit fequens = , m . *. n AIP n Q* T Notan- 

dum autem eft in quovis termino fequente exponentem ipfius 
P unitate decrefcere , contra vero exponentem ipfius Q unitate 

crcfcere. Quo autem hic facilius ad quemvis cafum acconi- 

m 

modentur , forma generalis ( P -f~ Q ) 11 ita exponi poteft 
n) m m 

P n ( 1 -(- Q ) « ; evoluta enim formula ( 1 + p ) n Serieque 

m 

refultante per P n multiplicata, prodibit ipfa Series ante data. 
Tum vero fi m non folum numeros integros denotet , fed 
etiam fradtos , pro n tuto unitas collocari poterit. Quibus fac- 
tis , fi pro Q , qui eft Fundlio ipfius j , ponatur Z , habebitur 

( t -f 7)'” — t -j- fl z Z‘ + L) Z' 

+ &c. Ad fequentes progreflionum leges autem obfervandas 
conveniet hanc formuli generalis in Seriem converlionem no- 

taffe 


m ( k + i ) n 


+ 1 


_ ^ DipfenfLhy Cio ogl e 
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tafle ( i + Z ) n ~ = i + Z + {m ~ }) (m ~ l) Z’ + 

.( /;? i ) ( m — 2 ^ [m- 


2 . 


3 


Z' + &c. 


7 > -Sit igitur primum Z = a. j , eritque ( i + *{) 

= 1 h — — *? + — rr - ^ — i — - * i + 

• ~ ' — ^ «■' {' + &c. Scribatur pro hac 

Serie ifta forma generalis 

i + A { + Bf + C { ' + + Mf—' + N { "+&cc. 

atque quilibet coefRciens N ex praecedente M ita determina- 
bitur ut fit N = ■ " * M. Sic , pofito n = i , cum fit 

M= i , erit N = A = 1 a. ; tum flidlo n = a , ob 


M 


A = 


, erit N = B = 


- a. M = 


i - — — 1 ^ m ^ 2 ^ ; fimiiique modo porro C = ■ 


3 


B 


( m i ) ( m 1 ) < m ? ) i • c • . • 

t= : ^ — — «. , uti Series ante inventa 

declarat. 

• m 1 

74. Sit Z = d ^ , eritque (i + a£ + £{{) 

= I +'-==a (.; +e t? ) + («; + e; t y+&c. 

Quod fi ergo termini fecundum poteftates ipfius j difponantur, 
m 1 

erit ( 1 + a. 1 -f 6 ) = 

1 + l2_i) + tt y + (”-0 + &c> 

+ + (W 7 , ) (/n 7 l) 2ctg { '+ &C. 

puleri Introduci, in Anal. infin. H 


Cap.TV. 
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58 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM 

I. Scribatur pro hac Serie ifta forma geperalis : 

i+^ + Z? ? - + C { ’ + ... + Lf— 1 + Mf— 1 + Nf + &c. 
atque quilibet coefiiciens ex duobus antecedentibus ita definie- 
tur ut fit N = a. M -+- — € L , unde omnes 

n n 

termini ex primo , qui eft x , definiri poterunt. Erit nempe 


n = a a + e 

2 ' 2 

c = * B + £ A 

i 3 

D = a C + ^D=z±\ g u 

+ * 

& c. 


7 J. Si fuerit Z = « ^ + yj' , erit ( 1 + « ^ + 

+ vi' ) m 1 = 1 + (*{+*“ {’ + V {' ) + 

~ m ~ («{+€{’+ V{’ )’+ &c. , c l u ‘ c cx P reJ -* 

fio , fi omnes termini fecundum poteftates ipfius { ordinentur , 
abibit in hanc Seriem : 


_ - ( m 1) . (m iVm 1) 1 > , (m 1 )(m l)(nt 1) t » 

, + — T-W + — 17 —«{ ■* T T~ v - 1 


(m— . ) 


G( + fa—»v^o ict ^, +&c> 


+ 


(m — 1 ) 


y{ 


cujus lex progreflionis ut melius patefeat , ponatur ejus loco 
1 + A l +Bf+C l ' + . . . +Kf~1 +Lf—>+Mf— 1 + A T ? \ 
cujus Seriei quilibet coefiiciens ex tribus antecedentibus ita deter- 


minatur ut fit JV= (2ZZ2) «, M + ^ = d QL + {7 ^ = = ^yK, 

n n n ' 
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PER SERIES INFINITAS. • 

Cum igitur primus terminus fit = i , & antecedentes nulli , Cap.IV. 


ent 


A = 


B = «, A + ( -^=^ £ 

2 ' 2 

C = i^=l) x s + € A + 

3 3 


(im V) 

3 


D = &=*> «. C + € B + ^2=21 v «f 

4 4 4 ' 

£ = fc=l) * 7) + € C + v B 

&c. 

76 . Generaliter ergo fi 'ponatur (1 4“ «•{ 4“ £{’ 4* y {’ 4~ 

&c. , hujus Serici finguli termini ita ex pratcedentibus definien- 
tur , ut fit 


B ==&=$*. A + b m — : 

C= ( --^- ] ccB + (:m —' ) CA + i- iT 7 — -3) y 

3 3 3 * 

D=J m — .+?. K C 4-^—4) gfl 1 ( ?>” 4? ^ _|_ (4^—4) g- 

4 4 4 ' 4 

£— — ^ccD 4 - (lOT ~-^ec 4- ( if!^J v j? 4-^~^^4- 

5 5 5 ' I 

(Sm 4) 

5 

&C. 

quilibet fcilicet terminus per tot praecedentes determinatur , 
quot habentur litterae , £, y, S, &c, in Fun&ione ipfius { 
cujus potcllas in Seriem convertitur. Ceterum ratio hujus le- 
gis convenit cum ea , quam fupra §. 68 . ubi fimilem formam 

( 1 — ttj — £^‘ — y f’ — &c. ) m 1 in Seriem infini- 

H * 


t 
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60 DE FUNCTIONIBUS DUAR UM 
I. tam refolvimus ; fi enim loco m fcribatur — m atque litterae 
a . , & , y , $ , &c. negative accipiantur , Series inventa: pror- 
• fus' congruent. Interim hoc loco non licet rationem hujus pro- 
greffionis legis a priori demonftrare , id quod per principia 
calculi differentialis demum commode fieri poterit ; interea 
ergo fufficiet veritatem per applicationem ad omnis generis 
exempla comproba ile. 


CAPUT V. 

De Functionibus duarum pluriumve variabilium. 

% 

77 • Q uanquam plures hadenus quantitates variabiles fu- 
mus contemplati , tamen ea: ita erant comparata: , ut omnes 
unius elfent Fundiones , unaque determinata reliqua: limul 
determinarentur. Nunc autem ejufmodi confiderabimus quan- 
titates variabiles , qua: a fe invicem non pendeant , ita ut 
quamvis uni determinatus valor tribuatur , reliqua: tamen 
nihilominus maneant indeterminata: ac variabiles. Ejufmodi ergo 
quantitates variabiles , cujufmodi fint x , y , z , ratione ligni— 
ficationis convenient , cum qua' libet omnes valores determina- 
tos in fe complodatur ; at, fi inter fe comparentur maxime 
erunt diverfie , cum , licet pro una j valor quicunque determi- 
natus fubftituatur , reliquae tamen a: & y aeque late pateant , 
atque ante. Difcrimen ergo inter quantitates variabiles a fe 
pendentes , & non pendentes in hoc verfatur , ut priori cafu , fi 
una determinetur , limul reliquae determinentur ; pofieriori vero 
determinatio unius fignificationes reliquarum minime reflringat. 

78 . Funclio ergo duarum pluriumve quantitatum variabilium , 
x , y , z , ejl exprcjjlo quomodocunque ex his quantitatibus cont - 
pojita. 

Ita erit x’ + xy^ a^' Fundio quantitatum variabilium 
trium x,y, Hsc ergo Fundio, fi una determinetur va- 
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riabilis , puta £ , hoc efl ejus loco conflans numerus fubflitua- Cap. V. 

tur , manebit adhuc quantitas variabilis , fcilicet Fundio ipfa- 

ruin x & y. Atque fi , prxter ^ , quoque y determinetur , tum 
erit adhuc Fundio ipfius x. Hujufmodi ergo plurium varia- 
bilium Fundio non autc valorem determinatum obtinebit , 
quam fingitis quantitates variabiles fuerint determinata:. Cum 
igitur una quantitas variabilis infinitis medis determinari poflit, 

Fundio duarum variabilium , quia pro quavis determinatione 
unius infinitas determinationes fufeipere poteft , omnino infinities 
infinitas determinationes admittet. Atque in Fundione trium 
variabilium numerus determinationum erit adhuc infinities ma- 
jor ; fleque porro crefcet pro pluribus variabilibus. 

79. Hujufmodi Functiones plurium variabilium perinde atque 
Functiones unius variabilis , comnwdijfime dividuntur in aige- 
braicas ac tranfeendentes. 

Quarum ili. e funt , in quibus' ratio compofitionis in fotis AI- 
gebrs operationibus efl pofira ; ha: vero , in quarum forma- 
tionem quoque operationes tranfeendentes ingrediuntur. In 
his denuo fpecies notari pofTcnt , prout operationes tranfeen- 
dentes vel omnes quantitates variabiles implicant , vel aliquot , 
vel tantum unica fn. Sic ifta exprtflio y lcg. ^ , quia 

Logarithmus ipfius j ineft , erit quidem Fundio tranfeendens 
ipfarum y & { , verum ideo minus tranfeendens efl putanda , 
quod fi variabilis ■{ determinetur , fuperfit Fundio algebraica 
ipfius y. Intcrim tamen non expedit hujufmodi fubdivifionibus 
tradauonem amplificari. 

80. Functiones deinde algebraica: fuldividuntur in rationales 
& irrationales ; rationales autem porro in integras ac fraclas. 

Ratio harum denominationum ex Capite primo jam abunde 
inteiligitur. Fundio fcilicet rationalis omnino efl libera ab omni 
irrarionalitate quantitates variabiles , quarum Fundio dicitur , 
afficiente ; hxcque erit integra fi nullis fradionibus inquine- 
tur , contra vero frada. Sic fundionis integra: Quarum varia- 
bilium y & {hxc erit forma generalis : « + Qy -\- y ^ ! -j- 

+ 0 + v y' + h i + i y\ + ^ uod 
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I. fi ergo P & Q denotent hujufmodi Fundiones integras, five 
— duarum five plurium variabilium , erit -q forma generalis Func- 
tionum fradarum. Fundio denique irrationalis efl vel expli- 
cita , vel implicita ; illa per figna radicalia jam penitus efl evo- 
luta , liate aurem per xquationem irrefolubilem exhibetur : fic 
V erit Fundio implicita irrationalis ipfarum y & \ , fi fuerit 
V'— (fly { + ) V 1 -F (y 4 + f ) V 4-y’ + zayf + 1 '. 

8 1 . Multiformitas deinde in his Funclionibus aeque notari debet , 
atque in iis , quee ex unica variabili confant. 

Sic Fundiones rationales erunt uniformes, quia lingulis quan- 
titatibus variabilibus determinatis , unicum valorem determina- 
tum exhibent. Denotent P , Q, K, S , &c. Fundiones ratio- 
nales feu uniformes variabilium x , y , t , eritque V Fundio 
biformis eartindein variabilium , fi fuerit v' — PN-\- Q = o ; 
quicunque enim valores determinati quantitatibus x, y , & ^ 
tribuantur , Fundio V non unum fed duplicem perpetuo ha- 
bebit valorem determinatum. Simili modo erit V Fundio 
triformis fi fuerit V' — P -f- Q V — d= o: atqueFundio 
quadriformis fi fuerit V' — P V' -f- Q l ~‘ — R V -(-S = o: 
liocque modo ratio Fundionum multiformium ulteriorum erit 
comparata. 

8i. Quemadmodum fi Fundio unius variabilis £ nihilo squa- 
lis ponitur , quantitas variabilis ^ valorem confequitur deter- 
minatum vel iimplieem vel multiplicem ; ita fi Fundio duarum 
variabilium J & { nihilo squalis ponitur , tum altera varia- 
bilis per alteram definitur , ejufque ideo Fundio evadit , cum 
ante a fe mutuo non penderent. Simili modo fi Fundio trium 
variabilium x , y , ^ , nihilo squalis ftatuatur , tum una va- 
riabilis per cluas reliquas definitur , earumque Fundio exif- 
tir. Idem evenit fi fundio non nihilo fed quantitati conftanti 
vel etiam alii Fundioni squalis ponatur ; ex omni enim squa- 
tione , quotcunque variabiles involvat , femper una variabilis 
per reliquas definitur earumque fit Fundio ; dus autem xqua- 


PLUR1UMVE VARIABILIUM. 6j 
tiones diverfx inter eafdem variabiles orta; binas per reliquas Cap. V. 
definient , atque ita porro. 

8 j. Functionum autem duarum pluriumve variabilium divifio 
maxime notatu digna ejl in homogeneas fi’ heterogeneas. 

Fundio homogenea eft per quam ubique idem regnat va- 
riabilium numerus dimenfionum : Fundio autem heterogenea 
eft , in qua diverfi occurrunt dimenfionum numeri. Cenfctur 
vero unaquaeque variabilis unam dimenfionem conftituere ; qua- 
dratum uniufcujufque atque produdum ex duabus , duas ; 
produdum ex tribus variabilibus , five iifdem five diverfis , 
tres & ita porro ; quantitates autem conflantes ad dimenfio- 
num numerationem non admittuntur. Ita in his formulis x y ; 

unica dimenfio inefle dicitur; in his vero xy' ;Cy^; yf 
duas infunt dimenfiones : in his xy' ; &y‘ { ; yyf > ${' >’ 
tres ; in his vero xy ' ; £y‘{; yy' \ i Sy{' »' ; quatuor, 

fleque porro. 

84. Applicemus primum hanc diflindionem ad Fundiones 
integras , atque duas tantum variabiles inefle ponamus , quo- 
niam plurium par efl ratio. 

Funclio igitur integra erit homogenea in cujus Jingulis terminis 
idem exijiit dimenfionum numerus. 

Subdividentur ergo hujufmodi Fundiones commodiflime fe- 
cundum numerum dimenfionum , quem variabiles in ipfis ubi- 
que conftituunt. Sic erit xy -(- €{ forma generalis Fundio- 
num integrarum unius dimenlionis : hxc vero expreflio xy' 

-f- %>y\ -(- yf erit forma generalis Fundionum duarum dimen- 
fionum , tum forma generalis Fundionum trium dimenfionum 
erit : xy 1 + £y‘f + yyf -f- Sf ; quatuor dimenfionum vero 
hxc : xy' -f- £y'{ + yy'{ -+- £y{' + tf ; & ita porro. Ad 
analogiam igitur erit quantitas conflans fola x Fundio nullius 
dimenlionis. 

8 •) . Funclio porro fracta erit homogenea , fi ejus Numerator 
ac Denominator fuerint Functiones homogenece. 

Sic hacc Fradio ^ erit Fupdio homogenea ipfa- 
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d 4 DE FUNCTIONIBUS DUARUM 
Lib. I. rum y & \ ; numerus dimenfionum aurem habebitur , fi a 
numero dimenfionum Numeratoris fubrrahatur numerus di- 
menfionum Denominatoris : atque ob hanc rationem Fradio 
aliata erit Fundio unius dimenfionis. Hi'c vero Fradio 

A erit Fundio trium dimenfionum. Quando ergo in Nu- 

yy "i . 

meratore ac Denominatore idem dimenfionum numerus incfl , 

tum Fradio erit Fundio nullius dimenfionis , uti evenit in 

hac Fradionc , vel etiam in his ; 2-2 ; Quod 

• • ■ • **. r i * yy \ 

fi igitur m Denominatore plures lint dinienhones quam in 

Numeratore , numerus dimenfionum Fradionis erit negativus ; 

fic T- erit Fundio — i dimenfionis : ~j~ 1 erit Fundio — 5 

« J I -, 1 

dimenfionum : — ; erit Fundio — s dimenfionum , quia 

v -Hu.v? 4 ’ * 

in Numeratore nulla ineft dimenlio. Ceterum fponte intelli- 
gitur plures Fundiones homogeneas , in quibus fingulis idem 
regnat dimenfionum numerus, five adJitas fi ve fuhrradas prx- 
bere Fundionem quoque homogeneam ejufdem dimenfionum 
numeri. Sic h*c expreflio «.y + — + — * - f erit Func- 

lio unius dimenfionis r hecc autem «. + - % + 2-ii -f- 2 7. ~K ri 
erit Fundio nullius dimenfionis. 

86. Natura Fundiontim homogenearnm quoque ad expref- 
fiones irrationales extenditur. Si enim fuerit P Fundio qua- 
cunque homogenea , puta n dimenfionum , tum V P erit Func- 
tio n dimenfionum ; V P erit Fundio -- n dimenfionum , 
2 • 2 7 


& generarim P v erit Fundio -- n dimenfionum. Sic V (yy 

erit Fundio unius dimenfionis ; V ( y" + {’ ) erit Fundio triuirt 
dimenfionum; ( y ^ erit Fundio -j- dimenfionum : 
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atque "j er ‘ r F lin< ^io nullius dimenfionis. His ergo Cap. v - 

cum procedentibus conjundis intelligitur hic expreflio — 

+ nLLz±Jil — -- -/ ■— + — e (Te 


Fun&io homogenea — 1 


J =7) + ? 

dimenfionis. 


vH/ 1 — **)_ « Vy-t- V iy -H' ) 


87. Utrum Fundio irrationalis implicita fit homogenea nec- 
ne , ex his facile colligi poteft. Sit V hujufmodi Fundio im- 
plicita ac P + P V‘ + Q V -J- R=o , exifientibus P , Q&c 
R Fundionibus ipfarum y &■{. Primum igitur patet V Func- 
tionem homogeneam ede non pode , nifi P , Q , & R fuit 
Fundiones homogenea:. Proterea vero fi ponamus V ede 
Fundionem n dimenfionum , erit V' Fundio in , & V Func- 
tio 3 n dimenfionum ; cum igitur ubique idem debeat cffe nu- 
merus dimenfionum , oportet, ut P fit Fundio n dimenfionum , 
Q Fundio 2 n dimenfionum, & R Fundio 3« dimenfionum. Sint 
ergo vicidim lit tero P , Q , R Fundiones homogenea: ref- 
pedive n , an, 3 n dimenfionum , hinc concludetur fore V 
Functionem n dimenfionum. Ita fi fuerit V' + (y 4 + f ) V 
+ ay 8 V — ^ '“= o erit V Fundio homogenea duarum 
dimenfionum , ipfarum y & {. 

88. Si fuerit V Funclio homogenea n dimenfionum ipfarum y 
£' z , in eaque ponatur ubique y = u z , Funclio V abibit in pro~ 
(lucium ex potefiate z n in Funclionem quandam variabilis u. 

Per hanc enim fubftitutionem y = «f, in fingulos termi- 
nos tantae inducentur poteflates iplius 3 , quantae ante inerant 
ipfius y. Cum igitur in fingulis terminis dimenfiones ipfarum 
y & ^ conjundim aequadent numerum n , nunc fola variabilis 
j ubique habebit n dimenfiones , ideocjue ubique inerit ejus 

potcftas f. Per hanc ergo potcftatcm Fundio V fiet divi— 
ftbilis & quotus erit Fundio variabilem tantum u involvens. 
Hoc primum patebit in Fundionibus integris ; fi enim fit V = 
*y' + Cy’ { + yy\ + £{' , pofito y = i/{, fiet V=f 
JLuleri Introduci, in Anal. infin. I 
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li B. I. ( < tu' + + y u + £ ). Deinde vero idem manifeftum eft 

ia fradis : fit enim V = nempe Fundio — i di- 

yy-rw _ 

menfionis , fado y = z/f fiet V = j 1 ( ; ). Neque 

• etiam Fundiones irrationales hinc excipiuntur , fi enim fit 
y == i'. V ; l y + U \ qua: eft Fundio — — dimenfio- 

num ; pofito y = , prodibit V—^ i ). 

Hoc itaque modo Fundiones homogenea: duarum tantum 
variabilium reducentur ad Fundiones unius variabilis ; neque 
enim poteftas ipfius % , quia eft Fador , Fundionem illam 
ipfius u inquinat. 

89. Functio ergo homogenea V duarum variabilium y & z nul- 
lius dimenfionis , pofito y = u z , tranfmutabitur in Functionem 
unica variabilis u puram . 

Cum enim numerus dimenfionum fit nullus , Poteftas ipfius 
\ , qu® Fundionem ipfius u multiplicabit , erit f = 1 ; hoc— 
que cafu variabilis ^ prorfus ex computo egredietur. Ita fi 
fuerit V = » fado y = , orietur V=. j : atque 

in irrationalibus fi fit V = pofito y = 

erit V = u — V ( uu — 1 ). 

90. Funclio integra homogenea duarum variabilium y & z , 
rejolvi poterit in tot Factores Jimplices forma a. y + € z , quot > 
habuerit dimenfiones. 

Cum enim Fundio fit homogenea , pofito y=u ^ 3 tranfibit 

in produdum ex f in Fundionem' quandam ipfius u integram , 
qu* Fundio propterea in Fadores fimplices form* «u-J-fe 
refolvi poterit. Multiplicentur finguli Fadores hi per ^ , erit- 
que uniufcujufque forma <xt/f-|~&{ = ay4-£{ ob u^=y. 

Propter multiplicatorem autem f 1 , tot hujufmodi Fadores 
nafcentur quot exponens n contineat unitates i Fadores autem 
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hi fimplices erunt vel reales vel imaginarii ; hoc eft , coeffi- Cap. V. 
cientes a & £ erunt vel reales vel imaginarii. 

Ex hoc itaque fequirur Funftionem duarum dimenfionum 
ayy + by { + c{{ duos habere FaCtores fimplices forma: ay 
+ ; FunCtio autem ay' + £y‘{ -J- cy{ + habebit tres 

FaCtores fimplices forma: ay + ; ficque porro FunCtionum 

homogenearum integrarum , quae plures habent dimenfiones , 
natura erit comparata. 

91. Quemadmodum ergo haec exprefiio ay -f- continet 
formam generalem FunCtionum integrarum unius dimenfionis , 
ita (ay + £{) (yy + ) erit forma generalis FunCrionum 

integrarum duarum dimenfionum : atque in hac forma (ay + 

( yy ■+■ ) ( ( y + ) continebuntur omnes FunCtiones in- 

tegrae trium dimenfionum , ficque omnes Functiones integrae 
homogeneae per produ&a ex tot hujufmodi FaCtoribus a y ~F £ { 
exhiberi poterunt , quot Functiones illae contineant dimenfio- 
nes. Ilti autem Faftores eodem modo per refolutionem aequa- 
tionum reperiuntur , quo fupra FaCtores fimplices FunCtionum 
integrarum unius variabilis invenire docuimus. Ceterum haec 
proprietas FunCtionum homogenearum duarum variabilium non 
extenditur ad FunCtiones homogeneas trium pluriumve varia- 
bilium : forma enim generalis hujufmodi FunCtionum duarum 
tantum dimenfionum , quae eft ayy + by { cyx + dxy ■+■ 
exx -p f generaliter non reduci poreft ad hujufmodi pro- 
duCtum ( ay + -p y jr ) ( £y -p -p £*) ; multoque 
minus FunCtiones plurium dimenfionum ad hujufmodi pro- 
duCta revocari pofiunt, 

91. Ex his , quae de FunCtionibus homogeneis funt diCta , 
fimul intelligitur , quid fit FunCtio heterogenea : in cujus fcili- 
cet terminis non ubique idem dimenfionum numerus depre- 
henditur. PofTunt autem Funftiones heterogenea: fubdividi 
pro multiplicitate dimenfionum , quae in ipfis occurrunt. Sic 
FunCtio bifida .erit , in qua duplex dimenfionum numerus 
pcfurrit , eritque adeo aggregatum duarum FunCtionum horao- 

I L 
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68 DE FUNCTIONIBUS DUARUM 
L i b. I. genearum , quarum numeri dimenfionum differunt ; ita y' -f- 

• 1 -y'l + yy + erit Fundio bifida , quia partim quinque, 

partim duas continet dimenfiones. Fundio autem trifida eft , 
in qua tres diverfi dimenfionum numeri infunt , feu qua; in 
tres Fundiones homogeneas diffribui potelf , uti y + y‘{ ! + 

?'+y— f- 

Prxterea autem dantur Fundiones heterogenex fradx vel 


irrationales tantopere permixta; , qua: in Fundiones homo- 
geneas refolvi non poffunt , cujufmodi funt ^ , 

g + V ( yy + k ) 
yy — 


93. Interdum Fundio heterogenea ope fubftitutionis ido- 
nea: , vel loco unius vel utriufque variabilis fadx , ad homo- 
geneam reduci potefl ; quod quibus cafibus fieri queat , non tam 
facile indicare licet. Sufficiet ergo exempla quzdam attuliffe , 
quibus ejufmodi redudio locum habet. Si fcilicet hzc propo- 

fita fit Fundio y' -f- 33 y -+* y* f “h ^ i poft levem attentio- 
nem apparebit , eam ad homogeneitatem perduci , pofito 3 = 
xx : prodibit enim y' + jc‘y + y’ xx + ~ f Fundio homogenea 
5 dimenfionum ipfarum x & y. Deinde hzc Fundio y + 
y' .T + y' xx + y' x' -J- ~ ad homogeneitatem reducitur po- 
nendo x = j , prodit enim Fundio unius dimenfionis.y + 

+^-+'^- + <77. Multo difficiliores autem funt cafus r 
quibus non per tam fimplicem fubflitutionem ad homogenei- 
tatem pervenire licet. 


94. Tandem inprimis notari meretur Fundionum integra- 
rum fecundum ordines divifio fatis ufitata , fecundum quam 
ordo definitur ex maximo dimenfionum numero qui in Fundione 
ineft. Sic xx + yy -f- 33 -f- ay — aa eft Fundio fecundi ordi- 
nis , quia dux dimenfiones occurrunt. Ety" +y\' — tfy‘3 -f- 
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aby^ — aayy + b' pertinet ad Fundiones quarti ordinis. Ad Cap. V. 

hanc divifionem potiflimum in dodrina de lineis cunis refpici 

folet ; unde adhuc una Fundionum integrarum divifio com- 
memoranda venit. 

95. Supereft fcilicet divifio Fundionum integrarum in com- 
plexas atque incomplexas. Fundio autem complexa eft , quae 
in Fadores rationales refolvi poteft , feu qua: eft produdum 
cx duabus Pluribufve fundionibus rationalibus ; cujufmodi eft 
y ' — 7* + icf ' — i^y{{ — + lab^y — bbyy , qua: eft 

produdum ex his duabus Fundionibus ( yy + Z>y ) 

( yy — 7j + — by ). Ita vidimus omnem Fundionem in- 

tegram homogeneam , qu$ tantum duas variabiles compleda- 
tur, efle Fundionem complexam , quoniam tot Fadores fim- 
plices forma: a.y + habet , quot continet dimenfiones. Func- 
tio igitur integra ent incomplexa , fi in Fadores rationales 
refolvi omnino nequeat ; uti yy -f- {{ — aa 7 cujus nullos dari 
Fadores rationales facile intelligitur. Ex inquifitione Divi- 
foritm patebit , utrum Fundio propofita fit complexa an in- 
complexa. 


CAPUT VI. 

De Quantitatibus exponentialibus ac Logarithmis. 


9 6 Q uanquam notio Fundionum tranfcendentium in cal- 
culo integrali demum perpendetur , tamen antequam eo per- 
veniamus , quafdam fpccies magis obvias , atque ad plures 
invcftigationes aditum aperientes , evolvere conveniet. Primum 
ergo confiderand® funt quantitates exponentiales , feu Potef- 
tates , quarum Exponens ipfe eft quantitas variabilis. Perfpi- 
cuum enim eft hujufmodi quantitates ad Fundiones algebraicas 
referri non poffe , cum in his Exponentes non nifi conflantes 
locum habeant. Multiplices autem funt quantitates exponeo- 
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I. tiales , prout vel folus Exponens eft quantitas variabilis , vel 
praeterea etiam ipfa quantitas elevata ; prioris generis eft a' , 
hujus vero y' ; quin etiam ipfe Exponens poteft efle quan- 

titas exponentialis uti in his formis a ; 

Hujufmodi autem quantitatum non plura conftituemus genera , 
cum earum natura fatis dare intelligi queat , fi primam tantum 
fpeciem evolverimus. 

97. Sit igitur propofita hujufmodi quantitas exponentialis 

<2* , quae eft Poteftas quantitatis conftantis a , Exponentem 
habens variabilem Cum igitur ifte Exponens ^ omnes 
numeros determinatos in fe compledatur, primum patet fi loco 
£ omnes numeri integri affirmativi fucceflive fubftituantur , loco 

a * hos prodituros e (Te valores determinatos a ; a' ; a' ; a 4 ; 
a ' ; a ; &c. Sin autem pro f ponantur fucceflive numeri nega- 
tivi — 1 , — 1 , — 3 , &c. prodibunt d- ,• ~ ; -p ; ; &c. 

ac , fi fuerit £= o , habebitur femper a = 1, Quod fi loco 

7 numeri firadi ponantur , ut 4 ; 7; 7-; - ; &c, 
1 1 3 3 4 4 

orientur ifti valores V fl »' V a >* ^ aa S \ a > V a ' « &c. , qui in 
fe fpedati geminos plurefve induunt valores , cum radicum 
extradio femper valores multiformes producat. Interim tamen 
hoc loco valores tantum primarii , reales fcilicet atque affir- 
mativi admitti folent ; quia quantitas a* tanquam Fundio uni- 
formis ipfius ^ fpedatur. Sic d medium quemdam tenebit 

locum inter a & a' , eritque idep quantitas ejufdem generis ; 

\ 

& quamvis valor u 5 fit aeque = — aa V a , ac = + oa V a , 
tamen pofterior tantum in cenfum venit. Eodem modo res 
fe habet , fi Exponens ^ valores irrationales accipiat , quibus 
cafibus cum difficile fit numerum valorum involutorum concir 
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pere , unicus tantum realis confideratur. Sic a ^ 7 erit valor Cap.VI. 
determinatus intra limites a* & a' comprehenfus. 

98. Maxime autem valores quantitatis exponentialis a* a mag- 
nitudine numeri conflantis a pendebunt. Si enim fuerit a = 1 
femper erit a*=i , quicunque valores Exponenti 3 tribuantur ; 
fin autem fuerit a* > 1 , tum valor ipfius a* eo erit major , 
quo major numerus loco ^ fubftituatur , atque adeo , pofito 
j = 00 , a* in infinitum excrefcit ; fi fuerit ^ = o, fiet a* = 1 , 

& , fi fit f ■< o valores a 3 fient unitate minores , quoad pofito 
j = — 00 fiat a* = o. Contrarium evenir fi fit a < 1 , ve- 
rum tamen quantitas affirmativa ; tum enim valores ipfius aS 
dccrefcent , crefcente { fupra o ; crefcent vero , fi pro ^ nu- 
meri negativi fubftituantur. Cum enim fit a < r , erit — > 1 ; 

pofito ergo -4 = b ; erit a 3 = b 3 , unde poflerior cafus e* 
priori dijudicari poterit. 


99. Si fit a = o , ingens faltus in valoribus ipfius a* depre- 
henditur , quamdiu enim fuerit j numerus affirmativus feu ma- 
jor nihilo , erit perpetuo a* = o : fi fit ^ = o erit a° = 1 j 
fin autem fuerit ^ numerus negativus , tum a 7 - obtinebit valo- 
rem infinite magnum. Sit enim j =; — 3 ; erit a* = o 3 =* 
~ ^ , ideoque infinitum. Multo majores autem faltus 

occurrent , fi quantitas conflans a habeat valorem negativum , 
puta — -l ; tum enim ponendis loco { numeris integris valores 
ipfius a 3 alternarim erunt affirmativi & negativi , ut ex hac 
Serie intelligirur 
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+ ^5» — Y’ ~*”T 5 — T ’ 1 * — x; + 4 ? — 8; + 16. 
Pnrterca vero fi Exponenti ^ valorcs tribuantur fracti , Potef- 
tas aS = ( — i ) l mox reales mox imaginarios induet vaio- 

i i 

res : erit enim a 1 = V — i imaginarium ; at erit a' = 
y/ — x = — v' x reale : u:rum autem , fi Exponenti ^ tri- 
buantur valores irrationales , Poteftas a * exhibeat quantitates 
reales an imaginarias , ne qu dem definiri licet. 


100. His igitur incommodis numerorum negativorum loco 
a fubllituendorum commemoratis , ftatuamus a efiTe numerum 
affirmativum , & unitate quidem majorem , quia huc quoque 
illi cafus , quibus a elt numerus affirmativus unitate minor , 

facile reducuntur. Si ergo ponatur <?* = y , loco{ fijbftituendo 
omnes numeros reales, qui intra limites -f- co'& — co 
continentur , y adipifeetur omnes valores affirmativos intra 
limites oo & o contentos. Si enim fit ^ = oo erit y = co ; 
fi { = o erit y = i , & fi j = — co fiet y = o. Viciffim 
ergo quicunque valor affirmativus pro y accipiatur ; dabitur quo- 

que valor realis refpondens pro ^ ita ut fit = y ; fin autem 
ipfi y tribueretur valor negativus , Exponens j valorem realem 
habere non poterit. 

101. Si igitur fuerit y = a * , erity Fun&io quatdam ipfius 

f , & , quemadmodum y af pendeat , ex natura Poteflatum fa- 
cile intelligitur ; hinc enim quicunque valor ipfi { tribuatur , 
valor ipfius y determinatur. Erit autem yy = ; y' = a** : 

& generaliter erit y n = a 1 ' ; unde (equitur fore V y = a ; 
ily — a* &j =x=a~ &c~= a~^ , 

& ita porro. Praterea , fi fiicrit v=a x erit vy = n r ~^' & 
— = a x quorum fubfidiorum beneficio co facilius valor 

jpftus y ex dato valore ipfius { inveniri poteft. 

. . • ExEMPJtPM, 
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Exemplum. 


73 

c.\p.vr. 


Si fuerit a = io , ex Arithmetica , qua utimur , denaria in 
promtu erit vaiores ipfius y exhibere , fi quidem pro j numeri 
integri ponantur. Erit enim xo' = io ; io' = xoo ; io’ = 
iooo : io*= ioooo ; & io'= x ; item io 1 = — =o , i : 

io 1 = — =o, ox ; io 5 o , ooi : fin autem 

pro ^ Fra£liones ponantur , ope radicum extraiflionis vaiores 
ipfius y indicari poliunt : fic erit io J =V IO =3» 161177 » 
&c. 

101. Quemadmodum autem , dato numero a , ex quovis 
valore ipfius ^ reperiri potefl valor ipfius y , ita viciffim , dato 
valore quocunque affirmativo ipfius y , conveniens dabitur valor 

ipfius ^ , ut fit a * = y ,• ifle autem valor ipfius { , quatenus 
tanquam Funftio ipfius y fpe&atur , vocari folct Locarith- 
Mus ipfius y. Supponit ergo do&rina Logarithmorum nume- 
rum certum conflantem loco a fubflituendum , qui propterea vo- 
catur bafis Logarithmorum ; qua affumta erit Logarithmus cujuf- 

que numeri y Exponens Poteftatis a' , ita ut ipfa Poteftas a* 
sequalis fit numero illi y ; indicari autem Logarithmus numeri 

y folet hoc modo ly. Quod fi ergo fuerit a^=y , erit { = ly ; 
ex quo intelligitur , bafin Logarithmorum , etiamfi ab arbitrio 
noftro pendeat , tamen effe debere numerum unitate majorem . 
hincque nonnifi numerorum affirmativorum Logarithmos reali- 
ler exhiberi pofle. 

103. Quicunque ergo numerus pro bafi Logarithmica a acci- 
piatur , erit femper / 1 = o ; fi enim in aequatione a* = y , quae 
convenit cum hac ^ =/y , ponatur y — 1 , erit f = o. Deinde 
numerorum unitate majorum Logarithmi erunt affirmativi , pen- 
dentes a valore bafis a , fic erit la = 1 ; laa = % ; la' = 3 ; 

Euleri Introduci, in Anal, injin, K 
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Lib. I. Ia' = 4 *, &c. , unde a pofieriori intelligi poteft , quantus nu- 
merus pro bafi fit affuimus , fcilicet ille numerus , cujus Loga- 
rithmus eft = i , erit balis Logarithmica. Numerorum autem 
unitate minorum , affirmativorum tamen , Logarithmi erunt 

negativi ; erit enim / — = — i ; l — = — x ; = — 3 , 

&lc. ; numerorum aurem negativorum Logarithmi non erunt 
reales , fed imaginarii , uti jam notavimus. 

104. Simili modo fi fuerit ly = j ; erit lyy = x f ; 
Iy’ = 3 { ; & generaliter / y n = n f , feu ly' = n ly , 
ob f = ly. Logarithgius igitur cujufque Pote fiatis ipfius y 
aequatur Logarirhmo ipfius y per Exponentem Potefiatis mul- 
tiplicato ; fic erit l^y = ~^ = ~ly;l^-^= ly * 

= — ~ ly ; & ita porro : unde ex dato Logarithmo cujuf- 
que numeri inveniri pofTunt Logarithmi quarumcunque ipfius 
Porefiatum. Sin autem jam inventi fint duo Logarithmi , nempfc 
ly = 1 & /v = x: cum fit y = a* & v = a x erit tvy = 
x + { = /v + ly ; hinc Logarithmus Produdi duorum nu- 
merorum aequatur fumma: Logarithmorum Fadorum ; fimili vero 
modo erit / -E = ^ — x = ly — /v; hineque Loga- 
rithmus Fradionis aequatur Logarithmo Numeratoris dempto 
Logarithmo Dcnominatoris : qua: regulae inferviunt Logarii fi- 
ni is plurium numerorum inveniendis , ex cognitis jam aliquot 
Logarithmis. 

105. Ex his autem patet aliorum numerorum non dari Lo— 
garithmps rationales , nili Poteftatum bafeos a ; mfi enim nu- 
merus alius b fuerit Poteftas bafis a , ejus Logarithmus numero 
rationali exprimi non poterit. Neque vero etiam Logarithmus 
ipfius b erit numerus irrationalis ; fi enim foret lb=yj n, tum. 

eflet aS n = 6 i id quod fieri nequit , fi quidem numeri n & & 
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rationales ftatuantur ; folent autem imprimis numerorum ratio- Cap.VI. 

nalium & integrorum Logarithmi defiderari , quia ex his Loga- 

rithmi Fractionum ac numerorum furdorum inveniri poliunt. 

Cum igitur Logarithmi numerorum , qui non funt Potellates 
bafis a , neque rationaliter neque irrationaliter exhiberi queant , 
merito ad quantitates tranfeendentes referuntur , hineque Loga- 
rithmi quantitatibus tranfeendentibus annumerari folent. 

106. Hanc ob rem Logarithmi numerorum vero tantum pro- 
xime per Fradliones decimales exprimi folent , qui eo minus 4 
veritate diferepabunt , quod ad plures figuras fuerint exa&i. 

Atque hoc modo per folam radicis quadrata: extradlioncm 
cujufque numeri Logarithmus vero proxime determinari poterit. 

Cum enim , pofito / y = ^ & / v = x , fit l >/ vy = 1 ,• 

li numerus propofitus b contineatur intra limites a & a' , quo- 
rum Logarithmi funt a & 3 , qu seratur valor ipfius a 1 * feu 

a V fl > atque b vel intra limites <2’ & a" * vel a 1 1 & a' 
continebitur , utrumvis accidat , fumendo medio proportionali , 
denuo limites propiores prodibunt , hocque modo ad limites 
pervenire licebit , quorum intervallum data quantitate minus 
evadat , & quibufeum numerus propofitus b fine errore con- 
fundi poflit. Quoniam vero horum fingulorum limitum Loga- 
rithmi dantur, tandem Logarithmus numeri b reperietur. 

• 

Exemplum. 

Ponatur bafis Logarithmica a = 10 , quod in tabulis ufu 
receptis fieri folet ; & quteratur vero tantum proxime Loga- 
rithmus numeri 5 ; quia hic continetur intra limites 1 & 10 
quorum Logarithmi funt o & 1 ; fequenti modo radicum ex- 
tradlio continua inftituatur , quoad ad limites a numero pro- 
pofito 5 non amplius diferepantes perveniatur. 

K z 
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*' IB ' A = i , oooooo ; IA = o , ooooooo ; fit 

B == io, oooooo ; / B = i , ooooooo ; C — y) AB 

C = 3 , 162177 » f C = o , 5000000 ; D = V B C 

D = 5 , 623413 ; ID = o , 7500000 ; E = y/ C D 

E = . , 216964; IE = o, 6150000; .F = V D E 

F = , , 869674; ZF = o , 68750^0 ; G = \J D F 

G = 5,132991; /G = o, 7187500; II = y/ F G 

H = 5 , 048065 ; //f = o , 7031250; J = v ’ F II 

/ = 4, 958069 ; lI=o, 6953125; K = y/ H I 

K = 5 , 002865 ; /X = o , 6991187; £ = yj I K 

£=4,980416; /£ = o , 6971656 ; M =. y/ K L 

M = 4, 991617; IM= o , 6932411 ; N = \' K M 
N= 4, 997242; IN = o , 6987304; O = y/ K N 

O = 5 , 000051 ; Z O = o , 6989745 ; P = V iV O 

P =.- 4, 998647;. [P= o, 6988515;. Q=\fOP 

Q = 4 » 999 j 5 °; /Q = o , 6989135 ; R = y/OQ 

K =4, 999701; Zii = o , 6989440 ; S = ^OK 

S = 4, 999876 ; Z i’ = o , 6989592 ; T = V G 5 1 

T 4 , 999963 ; I T = o , 6989668 ; V = 5/ O T 

V = 5 , 000008 ; IV = o , 6989707 ; U- r = yj T V 

IV = 4, 999984; UV= o, 6989687; X= y/IVV 
X = 4 , 999997 5 /X= o, 6989697; V=y/VX 
Y= 5,000003; / 1 ^= o, 6989701; Z = y/ X Y~ 

Z = 5 , oooooo ; ZZ = o , 6989700 ; 

Sic ergo mediis proportionalibus fumendis tandem perventum 
ei! ad Z = 5 , oooooo , ex quo Logarithmus numeri 5 quat- 
inus eft 0,698970, pofita bafi Logarithmica = 10. Quare 

erit proxime io’° = 5. Hoc autem modo computatus eft 
canon Logarithmorum vulgaris a Bricgio & Vlacquio , 
quamquam poflea eximia inventa funt compendia , quorum ope 
multo expeditius Logarithmi fupputari poflunt. 

107. Dantur ergo tot diverfa Logaritbmorum fyftemata quot 
varii. numeri pro bafi a accipi poflunt, atque ideo numerus fyf— 


Digitized by Google 


EXPONENTI ALIBUS AC LOG ARITHMIS. 77 
fcmatum Logarithmicorcm erit infinitus. Perpetuo autem in Cap.VI. 
duobus fyftematis Logarithmi ejufdem numeri eandem intet ' 

fe fervant rationem. Sit bafis unius fyftematis = a , alterius 
= b , atque numeri n Logarirhmus in priori fyftcmate = p , 

in pcfteriori = q ; erit a p = n & Z> ? = n ; unde a? 

= b q ; ideoque a = b p . Oportet ergo ut Fradfio - 2 - et>n fe- 
tantem obtineat valorem , quicunque numerus pro n fuerit 
aftumtus. Quod fi ergo pro uno fyftemate Logarithmi omnium 
numerorum fuerint computati , hinc facili negotio per regulam 
auream Logarithmi pro quovis alio fyftcmate reperiri poflimr. 

Sic , cum dentur Logarithmi pro bafi 10 , hinc Logarithmi pro 
quatis alia bafi , pura 1 , inveniri poliunt ; qu ruratur enim Loga-. 
rithmus numeri n pro bafi 1 , qui fit = q , cum ejufdem numeri n 
Logarithmus fit = p pro bafi 10. Quoniam pro bafi 10 
efi / 1 = o , 3010300 , & pro bafi 1 , eft / 1 = 1 , erit 

o , 3010300 : 1 — p : q ideoque q = — = 3 , 

3x19177. p ; fi ergo omnes Logarithmi communes multipli- 
centur per numerum 3 , 3119177 , prodibit tabula Loga- 
rithmorum pro bafi 1. 

108. Hinc fiquitur duorum numerorum Logarithmos in quo— 
cunque Jyjlematc eandem tenere rationem. 

Sint enim duo numeri M & N , quorum pro bafi a Loga- 
rithmi fint m & n , erit M = a m & N = a n : hinc fiet 

m 

a mn = M n = N m , ideoque M = N n ; in qua tequatione 
cum bafis a non amplius infit , perfpicuum eft Fra« 5 fionent 
— habere valorem a bafi a nen pendentem. Sint enim pro 
alia bafi b numerorum eorundem M & N Logarithmi /.1 & v , 

m. ZL 

pari modo colligetur fore M — N’ . Erit ergo N " = N r y 
hin eque ~ = -j- , feu m : n == /x : r. Ita jam vidimus* 
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78. DE QUANTITATIBUS 

in omni Logarithmorum fyflemate Logarithmos diverfarum 
ejufdem numeri Potedatum ut y’ n & y n tenere rationem Expo- 
nentium m : n. 


109. Ad canonem ergo Logarirhmorum pro bafi quacun- 
que a condendum futficit numerorum tantum primorum Loga- 
rirhmos methodo ante tradita , vel alia commodiori , fupputafle. 
Cum enim Logarithmi numerorum compofitorum fint xquales 
fummis Logarithmoruni fingulorum Fa&orum , Logarithmi nu- 
merorum compofitorum per folam additionem reperientur. Sic, 
fi habeantur logarithmi numerorum 3 & 5 , erit /15 = / 3 + 
/ 5 ; / 45 = x / 3 -+- / 5. Atque , cum fupra pro bafi a = 10, 
inventus fit l 5 = o, 6989700 , pratterea autem fit / 10 = 1 , 

erit / j = l z = /10 — / 5 , ideoque orietur / z = 1 — 


o , 6989700 = o , 3010300 ; ex his autem numerorum pri- 
morum i & 5 Logarithmis inventis reperientur Logarithmi 
omnium numerorum ex his z & 5 compofitorum ; cujufmodi 
funt ifti 4, 8 , 16, 31, 64, &c ; 10 , 40 , 80 , 15 , 50, &c. 

110. Tabularum autem Logarithmicarum amplidimus cft 
ufus in contrahendis calculis numericis , propterea quod ex ejuf- 
modi tabulis non folum dati cujufque numeri Logarithmus , fed 
etiam cujufque Logarithmi propoliti numerus conveniens repe- 
riri potell. Sic , fi c , d, e ,f, g , h , denotent numeros quof- 
cunque , citra multiplicationem reperiri poterit valor idius ex- 

preflionis > erit enim hujus expredionis Logarithmus 


= xlc + / d -f- — le — If ^ Ig J lh > cu ‘ Lo- 

garithmo fi quaeratur numerus refpondens, habebitur valor quae- 
fitus. Inprimis autem inferviunt tabuls Logarithmicac digni- 
tatibus atque radicibus intricatidimis inveniendis , quarum ope- 
yationum loco in Logarithmis tantum multiplicatio aut diyifio 
adhibetur. 
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Cap.VT. 

Exemplum I. 

.7 

Quaratur valor hujus Poteratis x 11 : quoniam ejus Loga- 
rithmus eft = l x , multiplicetur Logarithmus binarii ex 

tabulis qui eft o , 3010300 per ■— hoc eft per -f- - 1 - erit, 

7_ 

/ i 11 = o , 1756008, cui Logarithmo refpondet numerus 

7, 

i , 458307 , qui ergo proxime exhibet valorem a 1 *. 

Exemplum II. 

Si numerus incolarum cujufpiam provincia: quotannis fui parte 
trigefima augeatur , initio autem in provincia habitaverint 1 00000 
hominum , quaeritur poft 100 annos incolarum numerus. Sit 
brevitatis gratia initio incolarum numerus = n, ita ut fit n = 
ioooco , anno elapfo uno erit incolarum numerus = (i + ^)a 

= ~ n : poft duos annos = ( ^ )’ n ; poft tres annos 

100 

= (|^)' n , hineque poft centum annos = (|g) « = 

100 

( j- ) 100000 ; cujus Logarithmus eft == 100 Ij + 

/ 1 00000. At eft / ^= /31 — /30= o, 014240439 , 

unde 100 l— = 1 , 4140439 , ad quem ft addatur / ioooco r 

= 5 , erit Logarithmus numeri incolarum quafiti=6, 4140439, 

cui refpondet numerus = 2654874. Poft centum ergo annos 

numerus incolarum fit plus quam vicies fexies cum femifte 

major. 
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DE QUANTITATIBUS 

Exemplum III. 


Lib. I. 


Cum poft diluvium a fex hominibus genus humanum fit pro- 
pagatum , fi ponamus ducentis annis poft , numerum hominum 
jam ad xoooooo excrevifle , qusritur quanta fui parte nume- 
rus hominum quotannis augeri debuerit. Ponamus hoc tem- 
pore numerym hominum parte fua ~ quotannis increviffe , 

atque poft ducentos annos prodierit necelfe eft numerus homi- 
. aoo t , 

num =x ( 1 -- - ) 6 = i oooooo . unde fit — - — = 

\ x ' X 

, I OOOOOO T-. • , I JC I , I OOOOOO I 

( -5- ) 10 °. Ent ergo / -T- = — / — — = £53. 

J , 1118487 = o , 0161091 , ideoque , & 

xoooooo = 6x963 x , unde fit x = 16 circiter. Ad tantam 
ergo hominum multiplicationem fuffecilTet , fi quotannis deci- 
ma fexta fui parte increvilfent ; qu® multiplicatio ob lo»g®vam 
vitam non nimis magna cenfcri poteft. Quod fi autem eadem 
ratione per intervallum 400 annorum numerus hominum crefcere 
perrexillet , tum numerus hominum ad 1000000. — ^ — = 
166666666666 afeendere debuilTet , quibus fuftentandis uni- 
yerfus orbis terrarum nequaquam par fuilTet, 

Exemplum IV, 

Si Jingulis feculis numerus hominum duplicetur , queeritur inr~ 
crementum annuum. Si quotannis hominum numerum parte fua 
~ crefcere ponamus , & initio numerus hominum fuerit = n , 

1 4. 100 

erit is poft centum annos = ( ) n > cum e ^ c ^ Cr 

• Jseaf 
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beat 


1/1 


erit 


i -f- * 


I 

ICO 


iww O i l 1 

= X & / — 1 


1 + * 


Cap.VL 


o , 0030103 

TOCOOOOO 


X 100 

; hinc — ; ergo x 


.4- /x = 


— 69 5s$ — == c i rc * ter » fufficit ergo (i numerus hominum 


quotannis parte fua ^ augeatur. Quam ob caufam maxime 


ridicula; funt eorum incredulorum hominum objeSiones , qui 
negant tam brevi temporis fpatio ab uno homine univerfam 
terram incolis impleri potuiffe. 


in. PotifTimum autem Logarithmorum ufus requiritur ad 
ejufmodi aquationes refolvendas , in quibus quantitas incog- 
nita in Exponentem ingreditur. Sic, fi ad hujufmodi perveniatur 
aquationem a* = b , ex qua incognita: x valorem erui opor-* 
teat , hoc non nifi per Logarithmos effici poterit. Cum enim 
fit a = b erit la — x I a — l b , ideoque x = ^ , 
ubi quidem perinde eft , quonaip fyftemate Logarithmico uta- 
tur , cum in omni fyftemate Logarithmi numerorum a & b * 
eandem inter fe teneant rationem. 


Exemplum I. 

Si numerus hominum quotannis centefima fui parte augea- 
tur ; quaeritur poft quot annos numerus hominum fiat decuplo 
major. Ponamus hoc evenire poft x annos , & initio homi- 
num numerum fuifle = n , erit is ergo elapfis x annis = 

C ) n , qui cum aequalis fit 10 n , fiet ( ^ ) X = 10 ; 

ideoque = /10 & jt = flOL _^ /l0O - Prodibit itaque 

x = — 4U14 == 1 3 I ’ annos er S° “ et hominum 
Euleri Introduci , in Anal, infn, L 
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Lib. I. numerus, quorum incrementum annuum tantum centefimatn 
' partem efficit , decuplo major ; hinc poft 4 6i annos fiet cen- 

ties , & poft 693 ancos millies major. 

Exemplum II. 


Quidam debet 400000 ftorenos hac conditione ut quotan- 
nis ufuram 5 de centenis folvere teneatur ; .exfolvit autem fin- 
gulis annis 15000 florenos : quxritur poft quot annos debitum 
'penitus extinguatur. Scribamus a pro debita fumma 400000 fl. 
& b pro fumma 15000 fl. quotannis foluta ; debebit ergo 
elapfo uno anno ^ a — b ; elapfis duobus annis ( ~ )' 0. — 

— b — b ; elapfis tribus annis ( — )' a — ( — )’ b — 
b — b ; hinc , pofito brevitatis caufa , n pro , elapfis x 

annis adhuc debehit n z a — n x 1 b — n x 1 b — n x ' b 

........ — b = n x a — b ( i -f- n -f- n -j- .... -1- n x ). 

Cum igitur fir ex natura progreflionum geometricarum , 1 -f- 

n' -}- ........ n x 1 = ~ , poft x annos debi- 

tor adhuc debebit n x a — n ^ h b flor. > quod debitum nihilo- 


aquale pofitum dabit hanc atquationem n x a = - - ■ ■ h , feti 
( n — 1 ) n x a = n x b — b , idcoque ( b — na + a) n x =S 


& n x = 


, unde fit x 


I b l( b ( n I ) a ) 


b — (n 0-2’ " — In- 

Cum jam fit a = 400000 , b = 15000 , n = — , erit 
( n — 1 ) a = 10000 & b — (n — 1 ) a = 5000 , atque 
annorum , quibus debitum penitus e^ttinguitur , numerus x. = 
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i IfOOO — / <coo 




; 'jr = ^7^93 5 erit er s° * aliquanto mi- 

* :j 

nor quam 33 ; fcilicet elapfis annis 33 non folum debitum ex- 
tinguetur , fed creditor debitori reddere tenebitur — — ~ 1 ^ * 
( ii. 

11 v xo / . COOO 2 <000 

— n a = — 1 i — = 100000 (— Y' — <00000 

JL v io' ’ 


flor. Quia vero ed l~ = 0,011 1891991 , erit /(^)" = 

o , 69914687 , & 1 100000 ( ^)" = 5 , 6991469 , cui refpon- 
det hic numerus 500318,8 ; unde creditor debitori pod 
33 annos redituere debet 318 ~ florenos. 


• 111. Logarithmi autem vulgares fuper bafi = 10 indrudli , 
pneter hunc ufum , quem Logarithmi in genere prarftant , in 
Arithmetica decimali ufu recepta fingulari gaudent commodo , 
atque ob hanc caufam pra: aliis fydematibus infignem afferunt 
utilitatem. Cum enim Logarithmi omnium numerorum , prie- 
ter denarii Poredates, in Fradionibus decimalibus exhibeantur , 
numerorum inter 1 & 10 contentorum Logarithmi intra limi- 
tes o & 1 , numerorum autem inter 10 & 100 contentorum 
Logarithmi inter limites 1 & i , & ita porro , continebuntur. 
Condat ergo Logarithmus quifque ex numero integro & Frac- 
tione decimali ; & ille numerus integer vocari folet C h a- 
ji act er istic a ; Fra&io decimalis autem Mantissa. 
Charadleridica itaque unitate deficiet a numero notarum , qui- 
bus numerus condat ; ira Logarithmi numeri 78509 Charadfe- 
rillica erit 4 , quia is ex quinque notis feu figuris condat. 
Hinc ex Logarithmo cujufvis numeri flatim intelligirur , ex 
quot figuris numerus fit compofitus. Sic numerus Logarithmo 
7,5804631 refpondens ex 8 figuris condabit. 


1 13. Si ergo duorum Logarirhmorum Mantiflie conveniant, 
CHaratderidica; vero tantum diferepent , tum numeri his Loga- 

L i 


Cap.VI. 
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Lib. I. rithmis refpondentes rationem habebunt, ut Poreflas denarii ad 
unitatem , ideoque ratione figurarum , quibus confiant , conve- 
nient.Ita horumLogarithmorum,4,9i3oi87&6, 9130187 nu- 
meri erunt 81850 & 8185000 ; Logarithmo autem 3, 9x30187 
conveniet 8185 , & Logarithmo huic o , 9130187 convenit 
8 , 185. Sola ergo Mantilia indicabit figuras numerum com- 
ponentes , quibus inventis , ex Chara<fleriflica patebit , quot 
figura; a linillra ad integra referri debeant , reliqui ad dextram 
vero dabunt FraJliones dccimales. Sic, fi hic Logarithmus fuerit 
inventus 1,7603419, Mantilia indicabit has figuras 5758945, 
Charafkeriltica 1 autem numerum illi Logarithmo refpondentem 
determinat , ut fit 575 , 8945 ; fi Characceriftica eflet o , foret 
numerus 5 , 758^45 ; fin denuo unitate minuatur ut fit — 1 , 
erit numerus relpondcns decies minor, nempe o, 5758945 ; & 
Chara&eriftici — 1 relpondebit o, 05758945 &c. : loco Cha- 
ra <fle ridicarum autem hujufmodi negativarum — 1 , — 1 , — 3 
&c. fcribi folent 9,8,7, &c. , atque fubintelligitur hos Loga- 
rithmos denario minui debere. Hic vero in manudu&iouibus ad 
tabulas Logarithmorum fufius exponi folent. 

Exemplum. 

Si haec progrejjio 1 , 4 , 16 , 1 56 , &c. , cujus quifquc terminus efl. 
quadratum praecedentis , continuetur ufque ad terminum vigefimum 
quintum ; quaeritur magnitudo hujus termini ultimi . Termini hu- 
jus progrefiionis per Exponentes ita commodius exprimuntur : 
i',i',i*,i*, &c. ubi patet Exponentes progrefiionem geo- 
metricam confiituere , atque termini vigefimi quinti exponen- 
tem fore i 1 * = 16777116 , ita ut ipfe terminus quifitus fit 
__ ^<777**6 > jj U j U3 er g Q Logarithmus erit = 16777116. Ix. 
Cum ergo fit /1 = o, 301019995663981 195 , erit numeri- 
quifiti Logarithmus = 5050445,15973367, ex cujus Charac- 
teriftica patet numerum quifitum more folito exprefium conflare. 
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ex 5050446 figuris. MantifTa autem 2.59733675931 in ta- Cap.VF. 
bula Logarithmorum quaefita dabit figuras initiales numeri quae- ' 

fiti , quae erunt 181858. Quanquam ergo ifte numerus nullo 
modo exhiberi queat , tamen affirmari potcft eum omnino ex 
5050446 figuris conflare, atque figuras initiales fex efTe i8i8*8, 
quas dextrorfum adhuc 5050440 figura; fequantur , quarum 
intuper nonnulla: ex majori Logarithmorum canone definiri pof- 
fen , undecim fcilicet figurae initiales erunt 18185851986. 


CAPUT VII. 

De quantitatum exponentialium ac Logarithmorum per Series 

explicatione . 

114. Quia efl: a’ = 1 , atque crefcente Exponente ipfius a 
fimul valor Poteftatis augetur , fi quidem a eft numerus unitate 
major ; fequitur fi Exponens infinite parum cyphram excedat , 
Poteftatem ipfam quoque infinite parum unitatem efTe fuperatu- 
ram. Sit a> numerus infinite parvus , feu F radio tam exigua , ut 
tantum non nihilo fit aequalis , erit a“ = 1 -j- ^ , exiftente ^ 
quoque numero infinite pan o. Ex praecedente enim capite conf- 
tat nifi 4 efiet numerus infinite parvus , neque a> talem efTe 
polTc. Erit ergo vel , vel -J, , vel ^ O , qua: 

ratio utique a quantitate litterx a pendebit , qua: cum adhuc 
fit incognita , ponatur yf, = k &> , ita ut fit <j“ = j -f k u £ 
& , fumta a pro bafi Logarithmica , erit a> = l ( 1 + ka > ). 

Exemplum. 

Quo clarius appareat , quemadmodum numerus k pendeat a 
bafi a , ponamu^effe a = 10 ; atque ex tabulis vulgaribus 
«juxramus Logarithmum numeri quam minime unitatem fupe* 
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8 6 DE QUANTITATUM E XPONENTI ALIUM 
l IB l - rantis » P uta 1 + ’ ita ur fit * • = i erIt 

1 ( 1 + iBooSSS > = = °> 000000434^9 = *. Hinc , 

ob ku = o, oooooiooooo , erit 4 - == — — ~ & k = 

# k iooooo 

— = x, 30x58 : unde patet k clTc numerum finitum pen- 
dentem a valore bafis a. Si enim alius numerus pro bafi a 
fla tuatur , tum Logarithmus ejufdem numeri 1 + k a> ad prio- 
rem datam tenebit rationem , unde fimul alius valor littcrx k 
prodir dt. 


1 1 5. Cum fit/=i + ka> , erit a m = ( 1 -j- ku ) l , qui- 
cunque numerus loco i fubflituatur. Erit ergo a ,a = i 4. 


LLL 


J *• „■ + « ( i— . O k , u . + &c> 


— k* 

1 I, 1 

Quod fi ergo flatuatur i = i , & £ denotet numerum quem- 
cunque finitum , ob a numerum infinite parvum , fiet i numerus 
infinite magnus , hineque a = -j- , ita ut fit a> FraCtio deno- 
minatorem habens infinitum , adeoque infinite parva , qualis eft 
affiimta. Subftituatur ergo 4 loco u , eritque o’ = ( 1 4 

*i)‘ = t +-kz + &=£ k' 7' + 1 l) k'?' + 

1 ' '1 i' 1. ii X 1. i/, jx t. 


4 Ll LLlj — ^ — 2) k' j* -}- &c. , qux xquatio erit 

vera fi pro i numerus infinite magnus fubflituatur. Tum vero 
efl k numerus definitus ab a pendens 7 uti modo vidimus. 


1 16. Cum autem i fit numerus infinite magnus, erit 1 — -r-^=i ; 
patet enim quo major numerus loco i fubflituatur, eo propius 
valorem Fractionis ad unitatem efle acceflurum , liinc 4 
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£ fit numerus omni aflignabili major, Fraflio quoque - jj K 

ipfam unitatem adaquabit. Ob fimilem autem rationem erit > 

* - ~7 1 = 1 ; ■■ = i ; & ita porro ; hinc fequitur fore 


— = ^ ; & ita porro. 


3 t _i_il ■ k ' 


His 
k 


| A ^ | K X | 

1 1 ' I. 1 ' 1.1.3"'" 


11 i ’ 3< 34' 

igitur valoribus fubftitutis , erit a 

~ 4- &c. in infinitum. Hic autem iquatio fimul rela- 
tionem inter numeros a & k oftendit , pofito enim 7 = 1 , 

■erit = x + T+TI+ TTIT} +TTT* + &c ' » dtt l uc 
ut a fit = i* , Bccefle eft ut fit circiter k = 1, 30158 , uti 
ante invenimus. 


1 17. Ponamus efle b = a n , erit , fumto numero a pro ba(t 

Logarithmica , Ib = n. Hinc , cum fit 2>' = a”' , erit per Se- 
riem infinitam fi = 1 •+■ -j- i_2_L 4- * ” V -|- AjLl*- 4- 

&c. , pofito vero Ib pro n , erit b* = 1 4~ lb + ( Ib )’ 4~ 

(Ib)' 4 - 7- * - ^ - " (lb)* + &c. . Cognito ergo valore 
littcn k Sx dato valore bafis a , quantitas exponentialis qux- 
cunque per Seriem infinitam exprimi poterit , cujus termini 
fecundum Poteftates ipfius 7 procedant. His expofitis obun- 
damus quoque quomodo Logarithmi per Series infinitas expli- 
cari pofiinr. 

1 18. Cum fit a“ = 1 4 - kea , exifiente 0 Fra$ione infinite 
parva , atque ratio inter a & k definiatur per hanc iquatio- 

k h* k* 

nem a = 1 4 y 4^ ,— + — — & c ' ' ^ a f llmatUr P ro 

bafi Logarithmica , erit « = / f 1 4 _ £»)&<» = /C I 


s. 


88 DE QUANTITATUM EXPONENTI ALIUM. 
Manifeftum autem eft , quo major numerus pro t fumatur , eo 
magis Poteftatem ( i -j- k u )‘ unitatem efTe fuperaturam ; atque 
ftatuendo i = numero infinito , valorem Poteftatis (i ad 

quemvis numerum unitate majorem afcendere. Quod fi ergo 
ponatur ( i + k u )' =< +*, erit / ( i -f-x) =iu, unde, cum 
fit iu numerus finitus, Logarirhmus fcilicet numeri x -)-*> perf- 
picuum eft , t e(Te debere numerum infinite magnum , alioquin 
enim iu valorem finitum habere non poflet. 


1^9. Cum autem pofitum fit ( 1 •+■ ko ) 1 = 1 + x, er t 1 -+• 

1 i 

A:» = (i+x)‘ &. ku=(i +x)‘ — f, 3 nde fit iu = 
1 

-jr ( ( 1 + * )' — 1 ). Quia vero eftt» = /(i+x), erit 

1 

i ( 1 ~fr x ) = -j- ( i + * )' j- , pofito i numero infinite 

1 

magno. Eft autem ( 1 + x ) ‘ = 1 + 4 - x — 1 '4 x’ 4 - 

»(< — — O «(« — 0(*« — 0(x< — O x * t & c 

1. ii. j i t. ii. 3 1. 42 ‘ * 

Ob i autem numerum infinitum , erit = — : 

’ i/ 2 ’ 3 1 3 * 


— — r -1 = -i , &c. ; hinc erit 1 ( 1 + x) « = i + — — — -+• 
j + &c. , & confequenter / ( 1 + •* ) = -j — * 

~ + -j — ^ + &c. ) > pofita bafi Logarithmica = a ac 

denotante k numerum huic bafi convenientem , ut fcilicet fit 

a = x +• — + 4 - - 4 - + &c. 

1 1 1 1.1 1 1.1.3 

no. Cum igitur habeamus Seriem Logarithmo numeri 1 + x 
a?qual.em } ejus ope ex data bafi a definire poterimus valorem 

pumerj 
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numeri k. Si enim ponamus 1 + x = a , ob la = x , erit c a 


1 , a t (£ 

— i'- 1 


^ + <£=ll _ <2=Ll- + &c . ) . 


VII 


hineque habebitur k = — -y— - — a * ■ — f- ^ ^ ^ 

^ J ~ 1 ^ — f- &c. , cujus ideo Seriei infinitas valor , fi ponatur 
a=io , circiter effe debebit = x, 30x58 ; quanquam diffi- 
culter intelligi poteft effe 1,30x58 = y -f- ^ 

+ 9tc. j quoniam hujus Seriei termini continuo fiunt majo- 
res , neque adeo aliquot terminis fumendis fumma vero propin- 
qua haberi poteft : cui incommodo mox remedium afferetur. 

111. Quoniam igitur eft / ( 1 -f- x ) = -j ( ~ — —■ + 

&c, ) , erit , pofito x negativo , / ( 1 — x ) = r 

3 * 

{ y- + -y + ~ + ^ + &c. ). Subtrahatur Series pofte- 

rior a priori , erit / ( 1 -J- x ) — /( 1 — x )*= = y- X 

< y- + -y + ~ + y + &c. ). Nunc ponatur = a , 

ut fit x = * , ob la = 1 erit k = a ( r -f- 

a + 1 ’ v « -f - 1 

* ^ 7+ ~ 'i ' r + ■ )' + &c- ) ’ ex qua *ft uatione valor 

numeri k ex bafi a inveniri poterit. Si ergo bafis a ponatur 

= 10 erit k = 1 ( y- H “i" H i + & c - ) » 

'11 3.11' j.ii» 1 7.11’ 1 y ’ 

cujus Seriei termini fenfibiliter decrefcunt , ideoque mox valorem 

pro k fatis propinquum exhibent. 


m. Quoniam ad fyftema Logarithmorum condendum ba- 
fin a pro lubitu accipere licet , ea ita affumi poterit ut fiat 
k= 1. Ponamus ergo effe k = 1 , eritque per Seriem fupra 
puleri Introduci, in Anal. injin. M 
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LlB - I- ( 1 16) inventam , a = i + -j- + -f 7x7 + 7x77 + &c. , 

qui termini , fi in fractiones decimales convertantur atque 
aiflu addantur , pnebebunt hunc valorem pro a = 
a, 718181818.-5.5904513536028 , cujus ultima adhuc nota ve- 
ritati eft confentanca. Quod fi jaru ex hac bafi Logarithmi 
conflruantur , ii vocari folent Logarithmi naturales feu hyper- 
bolici , quoniam quadratura hyperbohe per iftiufmodi Logari- 
rhmos exprimi poteft. Ponamus autem brevitatis gratia pro 
numero hoc 2, 718281818459 &c. conflant er litteram e , qux 
ergo denotabit bafin Logarithmorum naturalium feu Hyperbo- 
licorum , cui rcfpondct valor littera: k = 1 ; five hxc littera e 

quoque exprimet fummam hujus Seriei 1 + y + 3-y + 

— 1 — - + &c. in infinitum. 

1.2.} ^ j.2.3.4 ^ 


123. Logarithmi ergo hyperbolici hanc habebunt proprie- 
tatem , ut numeri 1 eo Logarithmus fit = a , denotante u 
quantitatem infinite part am , atque cum ex hac proprietate va- 
lor k =■ 1 innotefeat , omnium numerorum Logarithmi hyper- 
bolici exhiberi poterunt. Erit ergo , pofita e pro numero fupra 


invento , perpetuo e * = 1 + -L -j- 


+ &c. 


11 i 1.1 1.1.3 1.1.3. 4 

ipfi vero Logarithmi hyperbolici ex his Seriebus invenientur , 
quibus eft / ( 1 + x )' = x — y + j — + y 

y-f&c., & + — + — + — + — + &c., 

qua: Series vehementer convergunt , fi pro x (laniatur fradfio 
valde parva : ita cx Serie poficriori facili negotio inveniuntur 
Logarithmi numerorum unitate non multo majorum. Pofito 

namque x = — , erit / — = / — = — — | -j L- - 4 - 

1 5 ’ 4 -s- M 3-5’ ^ 

~ -j- &c. , & fadlo x= — , erit l^- = — A — ^ -f- -j- 

7 5’ 7 3 »-7 3 7 3-7 
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+ &c. , fadto x= — , erit l—'= — + + (- 

7-7 9 4 l -9 3-9 1 f- 9' 

— ^ + £cc. . Ex Logarithmis vero harum fractionum repcrien- 
tur Logarithmi numerorum integrorum , erit enim ex natura 
Logarithmorum /-i + / ■— = / i ; tum l z = /3 ; & 


2/2=/ 4; porro + /4 = ^ ; /i + / 3 = 16 ; 3/2.= /8 ; 
2 /3 = / 9 ; & / 2 + / 5 = /10. 


C a r. 
VII. 


Exemplum. 

Hinc Logarithmi hyperbolici numerorum ab 1 ufque ad io 
ita fc habebunt , ut fit 

/1 = o, 00000 00000 

/2 = O, 69314 71805 

/3 = I, 09861 22886 

/4 =1, 38629*436x1 
/5 = 1 , 60943 79124 

/6 = 1 , 79175 94692 

l 7 — 1» 9459 1 OI 49° 

/8 = 2, 07944 1 54t6 

/9 =2, 19722 45773 

/10 = 2, 30258 50929 

■ 

Hi fcilicet Logarithmi omnes ex fuperioribus tribus Seriebus 
funt deducti , prxter / 7 , quem hoc compendio fum aflecutuj. 
Pofui nimirum in Serie pofteriori x = ficque obtinui l^~ = 

/^ = 0,0202027073175194484078230, qui fubtradtus a 
/50 = 2/5 +/2=3,9120230054281460586187508 , relinquit 
/49 , cujus fumidis dar /7. 

M 2 


00000 00000 00000 
59945 30941 72321 
68109 69139 52452 
19890 61883 44642 
34100 37460 07593 
28055 00081 24773 
55313 30510 54639 
79835 92825 16964 
36219 38279 04905 
94045 68401 79914 
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91 DE QUANTITATUM EXPONE N TI ALTUM 
Lf». I. 114. Ponatur Logaritlimus hyperbolicus ipfius 1 x fea 
/( z -p .v ) = y ; erit 3' = — — + y — + &c.. Surnto 

autem numero a pro baf: Logarithmica , fit numeri ejufdem 
1 + x Logarithmus = v ; erit , ut vidimus , v = ( x — — + 

~ ~ — f- &c. ) = ; hineque k = X ; ex quo com- 

modiilime valor ipfius k bafi a refpondens ita definitur ut fit 
atqualis cujufvis numeri Logarithmo hvperbolico divifo per 
Logarithmum ejuldem numeri ex bafi a formatum. Pofito ergo 
numero hoc = a , erit v = x , hineque fit k = Logarithmo 
hyperbolico bafis a. In fyftemate ergo Logarithmorum commu- 
nium , ubi e(l a= 10 , erit k = Logarithmo hyperbolico 
ipfius 10, unde fit k = z, 301585091994045684017991-4, 
quem valorem jam fupra fatis prope collegimus. Si ergo fin- 
guli Logarithmi hyperbolici per hunc numerum k dividantur , 
vel , quod eodem redit , multiplicentur per hanc fradionem 
decimalem o, 434194481903151817651 1189 , prodibunt Lo- 
garithmi vulgares bali a= 10 convenientes. 

1 * 

x 15. Cum fit e T = 1 + + -j- 3 — + &c. , fi ponatur 

o y = e', erit, fumtis Logarithmis hyperbolicis, yla = {, quia 
cft le = 1 , quo valore loco j fubftituto , erit a y = 1 + 

• 2 — 1 * ^ -j- + &c« » unde qualibet quantitas expo^- 

ncntialis ope Logarithmorum hyperbolicorum per Seriem infi- 
nitam explicari poteft. Tum vero , denotante i numerum in- 
finite magnum,. tam quantitates exponenriales quam Logarithmi 
per potcftates exponi pofiunt. Erit enim e 1 = ( i 4 )* , 

hineque ay = ( 1 + )' , deinde pro Logarithmis hyper- 

v '. r 

bolicis habetur / ( 1 -+• x ) = i ( ( 1 4 “ x )* — 1). De cetero 


* 
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Logarithmorum hyperbolicorum ufus in calculo integrali fufius 
dcmonftrabitur. 


CAPUT VIII. 

De quantitatibus tranfcendcr.tilus ex Circulo ortis. 

116. Post Logarithmos & quantitates . exponentiales ccn- 
fiderari debent Arcus circulares eorumque Sinus & Cofinus , 
quia non folum aliud quantitatum tranfeendentium genus conf- 
rituunt , fed etiam ex ipfis Logarithmis & cxponentialibus 
quando imaginariis quantitatibus involvuntur , proveniunt , id 
quod infra clarius patebit. 

Ponamus ergo Radium Circuli feu Sinnm totum efTe = 1 , 
atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli in numeris ra- 
tionalibus cxa&e exprimi non pofle , per approximationes 
autem inventa eft Semicircumferentia hujus Circuli elfe = 

3 > ' 4 I 59 l6 53589793 1 3 8 4 6i6 433 8 3 2 - 795 0l88 4 I 97 1( 593993 
75 10581097494459x3078164061861089986180348153411 
170679811480865 131713066470938446 , pro quo nume- 

ro, brevitatis ergo , Peribam 7 r , ita ut lif ir = Semicircumfe- 
rentia? Circuli , cujus Radius = 1 , feu 7 r erit longitudo Arcus 
180 graduum. 

117. Denotante j Arcum hujus Circuli quemcunque , cu- 
jus Radium perpetuo a (fumo = 1 ; hujus Arcus \ confide- 
rari potifiimum folent Sinus & Cofinus. Sinum autem Arcus 
j in pofterum hoc modo indicabo jin. A. % , feu tantum fin. ^ . 
Cofinum vero hoc modo cof. A. % , feu tantum cof. Ita , 
cum 7 r fit Arcus 180’ , erit fin. o t=o, coJ'.ott = 1 ; & 

fui. ■— 7 r = 1 , cof. ~ 7 r s= o ; fin. 7 r = o , cof 7 r = — 1 ; 

fin. -- 7 r = — 1 , c(f. -T 7 t = o ; fin. 1 tt = o & cof. 1 7 r = 1 . 
Omnes ergo Sinus & Cofinus intra limites + 1 & — 1 eoa- 


C A p. 
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I- 1 B - 1- tinenrur. Erit autem porro cof. { <= fin. ( ~ tr — f ) , & 

fm. i — tt — { ) , atque ( fin . { )' + ( cifi f)‘ — i. 

Praeter has denominationes notandae funt quoque hx : tang. { , 
quae denotat Tangentem Arcus { ; cot. { Cotangentem Ar- 
cus { ; conftatque clTe tang. f & cot. ^ = 

— - — ,• quae omnia ex Trigonometria iunt nota. 
tang. 1 1 

i z8. Hinc vero etiam conftat fi habeantur duo Arcus j & { , 
fore fin.(y + ?) =fin.y. cof.{ + cof. y. fin. ? & cof. (y -+- ? ) = 
cofiy. cofi — fin. y. fin. { , itcmque fin. {y — j ) =fin.y. cof. { — 
cof y. fin. ? & cof ( y — { ) = cof. y. cof. { +fin. y.fin. r r 

Hinc loco y fubftituendo Arcus ~ tr , 7 r , tt , &c. , erit 



fin. ( xtt + {) = + fin- { 
cof. ( X 7T + {) = + cof. I 


fin. TT— {)— + cof. I 

ic — ?) = + f m - { 



fin. ( j- tt — l ) = — cof i 
cof (-i tt — {) = — fin. I 

fin. ( x 7 r — ? ) == — T'"- { 
cq/^ ( X7r J ) = + cof. j 






EX CIRCULO ORTIS. 9f 

Si ergo n denotet numerum integrum quemcunque , erit 


2 

7T + 

4a+r 


2 

7r n 

^±-V + 


{) = fi n ‘H 


'r{)=—f in - T 

tof. ( 4 '’+> 7T + { ) = Cof {‘ | 

fin. ( 42±3 tt + {)= — cofi 


cn . 


?/• ( * +l)—+ fi n - X 

•» r + {)= + 


>t.(- 


■{) = + cof.l 


2 

cof. 7T — x) = — fin.{ 

finf^l ^ — {) = +fin.[ 
cof. ( -i- 1 tt — x ) — — co/ f 




'cof { ) = — /«.{ 


>.(*£**■ 


-{)=—>•{ 


CoA^T^tt — {)= + co .£{ 


Qua: formula: vera: funt five n fit numerus affirmativus five 
negativus integer. • 


119. Sit fin. x = p 8 c cof x = q , erit pp + qq = t ; & 
^/n. y = m & co/.‘ y = n , ut fit quoque mm + nn = x ; 
Arcuum ex his compofitorum Sinus & Cofinus ita fe‘ habebimt. 


fin. l—P 

fi n - (y+?)= mq + np 

fin. (xy-Hj) = lmnq-\~(nn mm)p 

fin. ( = ( }mn' m' ) 5 + 

(«'— - }m‘n)p 

&c. 


cof. I = ? 

cof. (_y = nq m p 

cof. = y nn mm)q inmp 

c °f (iy+0 = — .3 m «)« — 

(j m n' m' ) p 

&e. 


Arcus ifii j , y + { * ly + f,3y+:f, &c. , in arithmetica 
progrefiione progrediuntur ; eorum vero tam Sinus quam Co- 
finus progreflionem recurrentem conftituunt , qualis ex deno- 
minatore 1 — xnx + ( mm + nn ) xx oritur ; eft eninx 
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fin. (xy-\-ft=.m.ftn. ( y +{) — ( mm + nn ) fin. $ five 
fin. (zy+()=rcofiy.fin.(y-\-{) — (/«•{); atque fimili modo 
cof. ( ly +f)=-i.cof.y.cof. ( y + { ) — co f\- Eodem modocritporro 
fin. ^y+(y=zxcofyfin{T.yAi) — fin. ( J + { ) , & 

cof ( 3 y-\-{)=zcofy.cof(%y+i) — cof. ( y + { ) , itemque 
fin. (w+0=icofiyfin.( 3 y + {) — fi n . ( iy + { ) , & 

cof. (w+p=i-cof.y.cofiiy cof ( ly + { ) , . &c. 

Cujus^egis beneficio Arcuum in progrcffione arithmetica pro- 
gredientium tam Sinus quam Cofinus quoufquc libuerit expe- 
dite fdfmari poliunt. 


' 130. Cum fit fin. (y + {) =fin.y. coj. x ccf.y.fin.^, atque 
fin.{y — i)—fin. y. cof. { — cof. y. fin. { , erit his expreilio- 
nibus vel addendis vel fubtrahendis : 
fin. y. cof. T 

cof. y. fin. j = fsdJS±Sl=± lI^lI 

Quia porro eft cof. (y + \ )=cof.y.coJ. f — fin. y. fin. j , atque 
co fi( y — tf — cof.y.cof.{+ fin.y.fin. { , erit pari modo 

. / c 4 y. cof. 5. == ‘ALi+sl 

fn. y. fm . > 7 ■* (/ + .. U , 

«;♦ v s= 7 = — v , erit ex his poftremis formulis : 

(co f± v y — l±2** t kcofi f v = y/'-±^ 

y - I M « cof.v o. r .. t ./ I cof.v 

(fin.-v) = — , ccfin. — v = y — j 

unde , ex dato Cofinu cujufque anguli reperiuntur ejus femilfis 
Sinus & Cofinus. 


1 3 1. Ponatur Arcus y + { = » & y — { = & » er i r y = 
^ ^=s quibus in fuperioribus formulis fubfti- 

tuti? 


EX CIRCULO' ORTIS. • 97 
tinis , habebuntur has atquatioius , tanquam totidem Theore- 
mata. 


jin. a 

+ jin. b ■=. 

p cl "f- b /• a b 

z in. — 1 — co. 

J 1 J 1 

jin. a 

— jin. b = 

* r a 4- b /* • 0 b 

z coj. — - — Jin. 

coj. a 

co j. b = 

r a-\-h f n b 

1 coj. —i coj. 

J 2. . J 2 

coj. b 

— coj. a = 

r a -f- b r a b 

z fin. — ! — (in. . 

J 1 ./ 2 


Ex iiis porro nafcuntur , ope divifionis , hxc Theoremata 


Jin . a H~ Jin. /’ _ 
Jin. j Jin. b ~ 

Jin. a -j - /in. b 

iv >1. n -f* coj. b 

Jin. a -J- Jin . b 

cof. b cof. a 

Jin. a (in. b 

coj. a -j- cof. b 

Jin. a Jin. b 

cvj. b cof. a 

coi a 4- cof. b _ 
cj. b cof. a 


tjng. 


tang. 

cot. 

tang. 

cot. 

cot. 


a -\-b 
z 

o -f- b 

X 

a b 

1 

a A 

z 

a -)- b 

X 

a b 
z ' 


cot. 


a b 


tJ'1*. 


tanz. — — 


COt. 


Ex his denique deducuntur ifia Theoremata 


Jin. a -j- Jin. b cof. b cof. a 

coi. a -j- coj. b Jin. a Jin. b ’ 

Jin. a -j- Jin. b ^ cof. a -j- cof. b , cq[ a b y 

Jin. a jin. b coj. b co/. a ' z ’ 

X = ( ^ng. S±Jt )\ 

Jin. a jin. b coj. a -j- cu/. b v ° z ' 

131. Cum fit (Jin. $ y + ( cof. \ )‘ = 1 erit , Fa&oribtis 
fumptis . (cq/. { + V— 1 . Jin. {) (coj. { — J — ; 

qui Favores, etfi imaginarii , tamen ingentem prxllant ufum in 
Arcubus combinandis & multiplicandis. Quxratur enim produc- 
tum horum Fa&oru in (cojj -j- J- — t Jin.j) (coj.y + V — i.ftn.y) 
ac reperietur cojly. coJJ — Jin. y. Jin + (coj.y. jin. { Jin.y. coj.jj 
Euleri Introduci, in Anal. in jin. • N 


C a r. 
VIII. • 
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Lib. I. V — i. Cum autem fit cof.y. coj\ — fin.y.fm. f = cof{y 

& cof. y.fn. \ + fin-y- cof. { = fn. ( y + ? ) erit hoc produiSium 
{cof.y + V — i .fin.y)'{ coj\ + V — i •/«•{) = co / (j +{ ) + 
V — l.Jin.{y + { ) 

& fimili modo 

( cof.y — V — i -fin. y ) {cofi — V — '■fin.{)=cof.{y + {) — 
V — i.fin.(y + i) 

item 

( cofx + V — i.fn.x) ( cof.y ± V — i.fn. y ) { coj? { -£• 
V — l.fn.f) — cof(x -\-y +{) + V — i.fin.{x + y + {)• 


1 33. Hinc itaque fequitur fore ( cof. { + V — 1 -fn. ^ )' = 
cof. ± V — i.y*/ 7 . &(co/{ + y — 1 .fin.f)' =coJ. 

V — i.fn .21 ; 

ideoque generaliter erit ( cof. { + V — ^ )» = cof « { Hh 

V — 1. fm. n i' : 

Unde , ob lignorum ambiguitatem , erit 

cof. n { = ( c ° r - * + + — y — '-fi n. $ & 


/?„ n 7 ( «a + y — *• a ? ) n — ( w/t — y — »a 

‘ 1 2 y — 1 ■ 

Evolutis ergo binomiis hifce erit per Series : 

co/nj = (»/';)" — " ' ' (cofj) ‘ (J!n.; ).' +■ 

"‘I"',; - -T’ ( T !> ( “A >"“■ < A- f >• - 

n ( n 1 ) ( n 2 ) ( n 3 ) ( n 4 ) ( n ; ) . ~ .» 1 

» . 2 . 3 . 4.5.6 \ C 0 J-{ ) 

{fn. f )' + &c. , & 

fn.n l = ^{ cof f ) ’ ftui— ■ " ( 1 "~ 1 ] ( * 

n(n i ) (n 2) ( n 3) (n 4) 


( C0 A) (/«•{)’ + 

( c°f- { ) n 5 (/«. ? )’ — &c. 
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134. Sit Arcus £ infinite parvus , erit fin. ^ { & cof. f 

= 1 : iit autem n numerus infinite magnus , ut fit Arcus n ^ 
finit® magnitudini» , puta , n ^ = v ; ob fin. { = ^ = — erit 

cof. v = 

fin. v = v 


— H — 

1. 2 1. 1. 3. 4 


1.1.3. 4. 5. 6 


+ 


+ &c. , & 

, - H &c. Da- 

1.1.3 «.*. 3 - 4 - S i.i. 3 - 4 i-f -7 

to ergo Arcu v , ope harum Serierum ejus Sinus & Cofinus 
inveniri poterunt ; quarum formularum ufus quo magis pateat , 
ponamus Arcum v efle ad quadrantem , feu ad arcum 90° , 
ut m ad n , feu efle v = ~. ~ ; Quia nunc valor ipfius ir 
conflat , fi is ubique fubftituatur , prodibit 


fin. A. ~ 90°= 


-h —. i, 57079632.67948966191313116916 

— o, 6459640975061461536557565636 
+ ~. o, 079691616146167045 1105055488 

— ~. o, 0046817541353186881006854631 
*+• 7 T»‘ o, 000160441 1847873598118716605 

— o, 000003598843135111085^3404580 

1 I *» 

+ °> 0000000569117191196791681 171 

— o, 0000000006688035 10981 1467114 
o, 000000000006066935731 106x950 


N i 


C A 

vn r. 
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Ll B. I. 


o, 0000000000000437706546731370 
o, 000000000000000157142.1891856 
o, 0000000000000000011538995403 
o, 0000000000000000000051564550 

0, 0000000000000000000000181139 
0000000000000000000000000549 , 

atque cof . A. ^ 90' 

1 , 0000000000000000000000000000 

— 1 > 1 337o°5S oi 3 6i6 9 82 73T43 ii 3.745 
4 - o , i 536695079 oio 48 ori 36365633659 

m s 

— i . o, 01086348076335196087305 16364 

g 

4 * o, 0009191601748394165801417158 

/77'° 

— — • o, 0000151010413730606054810516 
4 - — . o, 0000004710874778818171503665 

_ji 4 

-^77. O, 0000000063866030837918511408 
4 * ^7*- o, 000000000065659.631 1497947130 
o, 0000000000005194400100734610 
+ 3^77. o, 0000000000000034377391790981 

/ 71 * * 

— n- o, 0000000000000000183599165.112» 



n >’ °» 

4- 

/71* ' 

— • 0 , 


m if 


0 , 

+ 

m" 

«“* °» 


/72* 7 


n‘ 7 ’ °» 

4- 

/7? * 7 

• O ■ 
a** 7 

4- 

jtP 

1 ’ 


m* 



4- 

/2' 7 


m s 

n" ° » 

4- 

m* 

r- °» 

O 

m 


— • O, 

4- 

a J a * a :| 3 ; 

0 0 

4- 

/72 6 



■/?** °’ 

4- 

m'° 

n‘°’ 


m** 

* ' ' 

«••• 0> 


Digitized by Googl 


J 


— t — 


EX CIRCULO ORTIS. 


+ 

+ 


n“' 
ra‘_‘ 
n“* 
m '* 
n “* 
m'° 
n '•* 


o, 0000000000000000000810675317 
o, 0000000000000000000003115185 
o, 0000000000000000000000010165 
O v OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOC16. 


C A P. r 
VIII. 


Cum igitur fufliciat Sinus & Cofinus angulorum ufcjue ad 45 0 
nolle , fradtio ~ femper minor erit quam , hincque etiam 

ob 1 ’otefiates fraftionis — y Series exhibita: maxime conver- 
gent, ita ut plerumque aliquot tantum termini fuftkiant, praeci- 
pue, fi Sinus & Cofinus non ad tot figuras perdudli defiderentur. 

135. Inventis Sinibus & Cofinibus inveniri quidem poliunt 
Tangentes & Corangentes , per analogias confuetas , at quia in 
hujufmodi ingentibus numeris multiplicatio & divifio vehe- 
menter cft molefta , peculiari modo eas exprimere convenit. 
Erit ergo 


tang. v 


& cot. v 


fw. v 
cof. v 


Jin. v ' 




-f&C. 


I — -i ' £ i_ & c 

1.1 ‘ i.i. 3.4 . 1.2.5... .6 ~ 

v* 


1 — -f 

»■* ''M.4 

V — -j — 

J.Z.3 r 1.1.3.45 


I 1 . 3....6 


*.i.3....7 


+ &C. 
&c. 
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fi jam fit Arcus v = ~ 90 0 erit eodem modo quo ante 


tang. A. ~ 90° = 

2-975^7810597 
o, Q186886501773 
o, 0018414751034 
o, 0001975800714 
o, 0000116977145 
o, 000001401x370 
o, 0000001664131 
o, 0000000195864 
o> 0000000031867 
Oj 0000000003651 
o, 0000000000405 
o, 0000000000045 


cot. A. ~ 9 °° = 

+ o, 6366197713675 

®’ 3183098861837 

— 0 , 1051888894145 

— o, 0^65510747881 

m' 

— O, 0003450191554 

m 7 

— — . o, 0000101791060 

— o, 0000011366517 

nt 1 1 

o , 0000000764959 

m' ’ 

r,*o, 0000000047597 

/71'* 

— . o , 0000000001969 

m '1 

— TT- o, OOOOOOCOOOI85 

m ' 9 

rr. o, 000000000001 j 

a 


+ 

4 * 

4 ~ 

4 - 


n 

m' 

n'* 

m' 

/i'" 

m’ 

n' m 


■+ n’’ 


+ 

4 ~ 

+ 

4 * 

+ 

4 - 


ot' 1 
n‘ * 
m ' 1 


m” 

n M * 

m 1 ’ 

n” 

m' 

n' 

m' 




/2 


7** 


+ o, 0000000000005 

quarum Serierum ratio infra fufius exponetur. 


136. Ex fuperioribus quidem confiat , fi cogniti fuerint 
omnium angulorum femirc&o minorum Sinus & Cofinus , in- 
de fimul omnium angulorum majorum Sinus & Cofinus ha- 
beri. Verum fi tantum angulorum 30° minorum habeantur 


9 


EX CIRCULO ORTIS. 103 
Sinus & Cofinus , ex iis , per folam additionem & fubtradio- C a r. 
nem , omnium angulorum majorum Sinus & Cofinus inveniri VI11 - 
poliunt. Cum enim fit fin. 30° = — , erit, polito y = 30° (ex 
5- 130 )cof.{—fm. ( 30 +{) +/«.( 3 o — ?)>' &zfn. { = 
cof. ( 30 — f ) — cof. (30 + f ) , ideoque ex Sinibus & Co- 
finibus angulorum { & 30 — { , reperiuntur fin. ( 30 -j- { ) = 

c °f-{ — f in - (3° — 0 &c ®/(3 o + {)=«»/• (3° — {) — 
unde Sinus & Cofinus angulorum a 30° ad 6o° , hincque omnes 
majores definiuntur. 

137. In Tangentibus & Cotangentibus fimile fufcfidium ufu 
venit. Cum enim fit tang. ( a + b ) = 

b v ' I tang.j. tang. b ’ 


erit tang. xa = , & cor. ia = “ L a ~ * 

unde ex Tangentibus & Cotangentibus Arcuum 30° minorum 
inveniuntur Cotangentes ufque ad.6o°. 

Sit jam a = 30 — b erit xa = 60 — x b & cot. xa = 
tang. ( 30 -f- xb ) ; erit ergo tang. ( 30 + xb ) = 
cot. ( ;o b ) tang. ( b ) . • rr 

— 5 — ^ , unde etiam Tangentes 

Arcuum 30 0 majorum obtinentur. 

Secantes autem & Cofecantes ex Tangentibus per folam fub- 


tradionem inveniuntur ; e fi enim cofec. % = cot. -i- { — cot. % , 

& hinc fic. { = cot. ( 45 0 ^ T ) — ta g- {• Ex his ergo 

luculenter perfpicitur , quomodo canones Sinuum confcrui po- 
tuerint. 

138. Ponatur denuo in formulis §. 133, Arcus ^ infinite 
parvus , & fit n numerus infinite magnus i , ut i j obti- 
neat valorem finitum v. Erit ergo = v ^ = 4 - , 


unde fin. { = 4 - & cof. f = 1 ; his fubftitutis fit cof. v = 


1 


1 
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io 4 DE QUANTITATIBUS TRANSCENDENT. 

— • L ( i + v -'/^zA ) i + ( , / 

y atque Jw> v = 


In Capite autem 


*v — . 

prxcedente vidimus cflfe ( i + -V )* = e' , denotante e bafin 
Logarithmorum hyperboiicorum : feripto ergo pro j partim 
4- vV — i partim — v V — i erit co/.‘ v = 


,+W — 1 — w- 


& fn.v= 


, + ^V — 1 , — *’V- 


i i V — i 

Ex quibus intelligitur quomodo quantitates exponenriales ima- 
ginaria: aci Sinus & Cofmus Arcuum realium reducantur. Erit 

vero e 1 ^ ' = cofv -J- \J — i.fin. v & e ‘ ^ 1 = 

cof v — V — i.fn. v. 

139. Sit jam in iifdem formulis §. 133 , n numerus infinite 
parvus , fcu n = - 1 - , cxiftenrc i numero infinite magno , erit 

cof /1 { = cof. V = 1 & ftn. n £ = y?/z. -V = 4 - ,• Arcus 

enim evanefeentis -V Sinus e fi ipfi aequalis , Cofmus vero = 1. 
Ilis pofitis habebitur 


1 — ( e °f- ’ + v' ' ■ f“ l - i ) ' + ( cnf. ; V \.fi a .;] 1 


& 


X — ( ‘N t+ V — »•./?»■ t ) * — ■ n r . ? — </ — i. fi -i. - ) ‘ c., 

i 2 •/ 1 

mendis autem Logarithmis hyperbolicis fupra ( 125 ) o flendi- 

1 1 

mus efle l ( 1 -f- x ) = i ( 1 -j- .v ) ' — x , feu y ‘ = 1 -j- 4 - [y, 

pofito 


ligitized by Google 




EX CIRCULO ORTIS. 105 
pofito y loco 1 + x. Nunc igitur , pofito loco y ^partim cof.{ -f- C a r. 
V — 1 -fm. { partim cof. % — V — 1 •/«•{, prodibit i = VI1L 

1 + 7 l(. co .P{ + V — l - f ,n s) + 1 t - -^-/(cq/Tf — V — i.yin.f) 

1 

= 1 , ob Logarithmos evanefcentes , ita ut hinc nil fequa- 
tur. Altera vero xquatio pro Sinu fuppeditat : 

, 7 -K co f'{ + V — l 'f in -0 — 7 l(cofs — V — !•/«•?) 

i " i V 1 i ' 

ideoque f = r -^_ ^ ~ , unde patet quem- 

admodum Logarithmi imaginarii ad Arcus circulares revo- 
centur. 

/* 

140. Cum fit — tang. ^ , Arcus f per fuam Tangen- 
tem ita exprimetur ut fit 7 = — A /l~h V '■ ftwr- 1 

l IV » > V t.tang.i 

Supra vero ( fi. 113) vidimus efle = — 4- — 4. 3 -£_ g- 

“ + &c. . Pofito ergo x = V — i. tang. j , fiet f = “HILI 

i. tang. i)' , ( tang. ?)' ( Mnf 7 ) 7 , „. 

$ r 5 1 - &c. . Si ergo pona- 

mus 1 = r , ut fit ^ Arcus , cujus Tangens eft t , quem 
ita indicabimus A. tang. t , ideoque erit {—A. tang. t. Cog- 
nita ergo Tangente t erit Arcus refpondcns { == — 4- 

f 7 . . 1 ^ 

~ — -f* — &c. . Cum igimr , fi Tangens t ique- 

tur Radio 1 , fiat Arcus f = Arcui 45 0 , feu { = — , erit 

7 — 1 J + 7 — 7 + &c. , qua: eft Series a Leid- 

kitzio primum produda , ad valorem Periphcria: Circuli 
exprimendum. 

141. Quo autem ex hujufmodi Serie longitudo Arcus Cir- 

Euleri Introduci, in Anal. infin. O 
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106 DE QUANTITATIBUS TRANSCENDENT. 

Lib. I. culi expedite definiri pofiit , perfpicuum eft pro Tangente t 
fractionem fatis parvam fubftitui debere. Sic ope hujus Seriei 
facile repcrierur longitudo Arcus ^ , cujus Tangens t sequetur 
— , foret enim iiie Arcus ? = — 1 &c. . 

cujus Seriei valor per approximationem non difficulter in frac- 
tione decimali exhiberetur. At vero ex tali Arcu cognito 
nihil pro longitudine totius Circumferentia: concludere licebit , 
cum .ratio , quam Arcus , cujus Tangens eft = , ad torant 


Peripheriam tener , non fit affignabilis. Hanc ob reni ad Pe- 
ripheriam indagandam , ejufmodi Arcus qua:ri debet , qui fit 
fimul pars aliquota Peripheria:, & cujus Tangens fatis exigua 
commode exprimi queat. Ad hoc ergo inflitutum fumi folet 
Arcus 30° cujus Tangens eft = — , quia minorum Arcuum 
cum Peripheria commenfurabilium Tangentes nimis fiunt irra- 
tionales. Quare , ob Arcum 30° = -g , erit -g = 


+ 


3 - 3*/ 3 • $• 3 ‘V? 


— &c. , & 7 r = 


iV_t 

1 


3 -3 


V 3 

+ vLi — 

5 - 3 


r.VJ _p & c . t cujus Serici ope valor ipfius 
incredibili labore fuit determinatus. 


1 r ar.te exhibitus. 


141. Hic autem labor eo major eft , quod primum fsn- 
guii termini fint irrationales , tum vero quifque tantum , circi- 
ter , triplo fit minor quam prtccedens. Huic itaque incommodo 
ita occurri poterit : fumatur Arcus 45 0 feu cujus \alor , etfi 


per Seriem vix convergentem 1 — b - 1 - 1 — 1- &c. . 

. . . . 3.57 ’ 

exprimitur , tamen is retineatur , atque in duos Arcus a & 5 

difpertiatur ut fit a b = — =45°. Cum igitur lit tar.g „ 

r „ 1 1 \ _ tan*. a -b Una. b . » 

( a -b b) = 1 = » — r erit 1 — tari;'. a. ian<’. b = 

v x lar.z.a. una.b “ * 
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107 


tam a. 4- teuig, b & tami. b = — r - t - n JL2 % Sit nunc tang. a = £ 
0 0 0 1 -j- tJn S- <* 0 V 

-i- , erit tang. b = -y' » hinc uterque Arcus a & b per Se- 

riem rationalem multo magis , quam fuperior , convergentem 

exprimetur , eorumqne lumina dabit valorem Arcus — ; hinc 

itaque erit 


J ! i_ J L 4- _i_ 

i.z 3.2' 1 5.1' 7.1'^ 9.1' 

M H 7 ^J 7 ~i 7 9J 7 

m 

hoc ergo modo multo expeditius longitudo femicircumferen- 
tia: 7 r inveniri potuilfct , quam quidem fa&urn eft ope Seriei 
ante commemoratae. 




CAPUT IX. 

De invejligatione Faclorum trinomialium. 

143. Q u em ad modum Fa<5tores limplices cujufque Func- 
tionis integra: inveniri oporteat , fupra quidem oftendimus 
hoc fieri per refolutionem atquationum. Si enim propofita fit 
Fumftio quzeunque integra c. 4- 4“ y {’ 4” 4“ * 4 “ &c. , 

hujufque qnxrantur Fa&ores limplices forma: p — <73 , ma- 
nifeftum efi , fi p — q ^ fuerit Fador FuncKonis 4~ 

yj* 4- &c. , tum, polito j = , quo cafu Fatftor p — q j 

fit = o , etiam ipfam Fun&ionem propofitam evanefeere 
debere. Hinc fi p — q £ eft; Fa&or vel divilor Fumftionis 
k 4- €{ 4~ y { 4- £{' 4” ( 4" &c. , fequitur fore hanc 

O x 


a r . 
III. 
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. I. 


expreflionem a + ^+ ^T--p^r + ^ + &c. = o. Unde 

viciifim , fi omnes radices -- hujus atquationis eruantur , fin- 
gula: dabunt totidem Fadtorcs fimplices Fundtionis integra: pro- 
pofita: a -p €{ -p y{‘ -p -p &c. , nempe p — qq. Fatet 
autem fimul numerum Factorum hujufmodi fimplicium ex 
maxima Porefiatc ipfius ^ definiri. 


14 p Hoc autem modo plernmque difficulter Fa&ores ima- 
ginarii eruuntur, quai^obrem hoc Capite methodum peculiarem 
tradam, cujus ope fspenumero Factores fimplices imaginarii 
inveniri queant. Quoniam vero Factores fimplices imaginarii 
ita funt comparati , ut binorum prodwftum fiat reale , hos 
ipfos Fadores imaginarios reperiemus , fi Fadores inveftigemus 
duplices , feu hujus forma: p — q\ + r^j , reales quidem , fed 
quorum Factores fimplices fint imaginarii. Quod fi enim Func- 
tionis «• -{- -p y f + &c. , confient omnes Facfiores 

reales duplices hujus forma: trinomialis p — q\ -p rfi , fimul 
omnes Factores imaginarii habebuntur. 


145. Trinomium autem p — q{ + rtf Fa&ores fimplices 
habebit imaginarios , fi fuerit 4 pr 1 ^ qq feu < 1. Cum 
igitur Sinus & Cofinus Angulorum fint unitate minores r for- 
mula p — q^ -p rft Factores fimplices habebit imaginarios fi 
fuerit — 4 —=z= Sinui vel Cofinui cujufpiam Anguli. Sit ergo 

— r = cof. A p , feu q = 1 V p r. cof. <p , atque trinomium 

p — q { -p rpj continebit Faetores fimplices imaginarios. Ne 
autem irrationalitas molefiiam faceffat , affumo hanc formam 
pp — xpq q. cof. p -p qqq\ , cujus Fniflores fimplices imagi- 
narii erunt hi , q ^ — p ( cof. p -p V — 1 -f n - — p 

( cof. (p — V — 1. /Pt. ?)• Ubi quidem patet fi fuerit crfpz=. 
+ 1 , tum ambos Factores , ob fin. <p = o , fieri tequales Sc 
re ales. 
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FJCTCRUM TRINC MILLIUM. 109. 

146. Prcpcfita ergo Fur.dicre integra a -f + y{’ + S'?'+ Cap.IX; 

&c. , ejus Fudcres fin.plices imaginarii eruentur > fi determi- 
nentur littera: p &. q cum Angulo 9 , ut hoc trinomium 

pp — 1 p q q. cof. 9 -j- qq^j fiat Fador Furdionis. Tum enim 
limul inerunt iili F adores fimplices imaginarii qq — p {ccf.tp 4- 
V — 1 9) & qq — 5 — V — 9). Quam 

ob rem Fundio propofita evanefeet fi ponatur tam { = X 

(co[.'p + V — i.fui.q>) quam q = ~ { c0 .F- < p — V — r .fin.cp). 

Hinc , fada fubflitutione utraque, duplex nafcetur aequatio , ex 
quibus tam fradio quam Arcus 9 definiri poterunt: 

147. Hac autem fubflitutioncs loco q facienda: , etiamfi pri- 
mo intuitu difficiles \ideantur , tamen per ea , quae in Capite 
procedente funt tradita , fatis expedite abfolventur. Cum enim 

fuerit oftenfum t(Te(cof<p^\ / — i. fin.(p) n ==cof.n<p -\-\/ — rx 
Jin. n (p , fequentes formula: loco fingularum ipfius q Potefla— 
tum habebuntur fubflitucnds ; 


pro priori Fadore 
{ =£(cof. 9+V — 1 Jin. 9) 
l—p (pof.vp +V — i/n.29) 
+y— I .fin. 3 <p) 

+V— iJin-W) 

& c. 


pro altero Fadore 

T ( c °f- <p—y/ — <p) 

{=£p(cof.i<p — v — tfn.itp) 

?=p ( ™f-39 — V— 39) 

{“=- (co/49 V i.fn.app) 
&c. • 


Ponatur bre virgis gratia — = r, fadaque fubflitutione fequen— 
tes dua: nafcentur oquationes : 


o 

0 



*-{-Cr. cof. * + yt*- cof- 1 * 4 ” /f.ajff 3 » 4 “&c- 

4-CrV J._/Tn.f 4- yr'^ — l.fm.ltf- tr'^ &c. 

«4 ~ Cr - co f f 4* yr*< o°f- 2 * 4“ fP.cof. 3 e 4” &c. 

Cry" > • J fin.f yr' \' i.Jin.H lr'ij 1 .Jin. 3; &c. 


5 

l 


no DE INVESTIGATIONE 

Lib. T. 148. Quod fi ha dua aquationes invicem addantur & fub- 
trahantur, & poileriori calli per z — 1 dividantur, prodibunt 
ha dux aquationes reales : 

o = x + £ r. cof. p y r. cof. x p + § r\ cof. 3 p + &c. 
o = £ r -f tn - <p + y r.Jin. x p + £ r' .fin. 3 p + & c * 

qua ftatim cx forma Fun&ionis propofita 

«. + £ { + y 1 + J {’ + < y 4 + &c. 

formari poliunt , ponendo primum pro unaquaque ipftus ^ po- 

teflatc f = r". coj. ft p , deinceps f = r".fn. n p. Sic enim 
ob fin. op =0 & cof. o p = 1 , pro j° leu 1 in termino conf- 
tanti priori calu ponitur 1 , pofteriori autem o. Si ergo ex 

his duabus aquationibus definiantur incognita rScp , ob r= — , 

habebitur Factor Fundionis trinomialis/»/» — xpq^.cof.p -j- qq\i, 
duos Fadores fimpiices imaginarios involvens. 

149. Si aquatio prior multiplicetur per fin. m p , pofterior 
per cof. m p , atque produda vel addantur vel fubtrahantur , 
prodibunt illa dua aquationes ; 

o =za..Jin. m p + Zr.fin. ( m -f- 1)9 + y r.Jin. ( m -j- x ) p + 
§ r’.fin. ( m + 3 ) p + &c. 

o =9.. fin. m p -+- & r.Jin. ( m — 1) p + y r . fin. ( m — x ) p -f- 
§ r .fin. ( m — 3 ) p + &c. 

Sin autem aquatio prior multiplicetur per cof. m p & pofle- 
rior per fin. m p , per additionem ac fubtradionem fequentes 
emergent aquationes. * ' 

o = a. cof.m p + £r. cof.(m — 1 ) p -f- yr.coff m — x) p + 
§ r'. cof. ( m — 3 ) p + &c, 

0—1, cof. m p . — (- £r. cojfm -f- 1 ) p + y r. cof.(m + 2) p -f- 
i'r. cof. ( m + 3 ) p + &c. 
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Hujufmodi ergo dux aquationes quacunque conjuncta deter- Cap.TX, 

minabunt incognitas r & cp ; quod cum plerumque pluribus 

modis fieri pofiir , fimulplures Factores trinomiales obtinen- 
tur , iique adeo omnes , quos F unctio propoli ta in Te com- 
plectitur. 


150. Quo ufus harum regularem clarius appareat, quarum- 
dam Functionum fxpius occurrentium Factores trinomiales hic 
indagabimus , ut cos , quoties occafio poftulaverit , hinc depro- 
mere liceat. Sit itaque propofua hac Functio a n -j- \ , cujus 
Fadtores trinomiales forma pp — i / ot . coj.tp + qq ^ determinari 
oporteat ; polito ergo /•= , habebuntur ha dua aquationes : 


o = a n -J- r n . cof. n tp & o = r". Jin. n <p , quarum polle— 
rior dat Jin. n = o ; unde erit n (p Arcus vel hujus forma 
( z k 1 )tt vel ik- 7 r , denotante k numerum integrum. Cafiis 
hos ideo dillinguo , quod eorum Cofinus liut differentes ; priori 
enim cafu erit af ( z k + 1 ) -tt = — 1 pcfteriori cafu autem 
co/.’i/:~= -J-i. Patet autem priorem formam np=(ifc-(- i)tt 
fumi debere , quippe qua dat cof. // p = — 1 , unde fit o=n" 
— r n , hineque porro r = a-=~. Erir ergo p=a , q= i , 

& £ = [ — — - - , unde Functionis a + ?f Factor erit 


aa — z a cof. ^ 1 1 ^ — + {{• Cum igitur pro k nume- 
rum quemque integrum ponere liceat , prodeunt hoc modo plu- 
res I udiores, neque tamen infiniti, quoniam li zk + 1 , ultra n 
augetur , Faftores priores recurrunt, quod ex exemplis clarius 
patebit , cum fit cof. ( z w -b p ) = cof. 1 p. Deinde fi n c:l 
numerus impar, polito zk - j- 1 =« , erit Factor quadratus 
aa a<7’ -f- neque vero hinc fequitur quadratum (<*+{)" 

effe Fsdiorem Fun&ionis a" -{- f , quoniam ( in $. 148 ) uni- 


ca aquatio refulrat , qua tantum patet a -f ? effe Diviforeni 


iiz 
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formul® a n + f* ; qua: regula femper eft tenenda quoties cof.<p 
fit vel + i vel — i. 


Exemplum. 

Evolvamus aliquot cafus , quo ifli Fadores clarius ob ocu- 
los ponatur , atque hos cafus in duas clades diftribuamus , 
prout n fuerit numerus vel par vel impar. 


Si n = i 
Formula: 
a + { 

Fador eft 

a + 1 

Si n = 3 
Formul* 

a' + {' * 

Fadores fi*nt 

aa — z a cof. -j ir + k 

a + { 

Si « = J 
Formula: 
a' + 

Fadores funt 

aa lilj. cof. y 7 T + {{ 

na — za^. cof. y tt -j- 

a 4- f 


Si n = z 
Formulc 


«* + ?’ 
Fador eft 

a' + f 


Si n = 4 
Formula: 
a' +{' 
Fadores funt 


aa — z a cof, y tt 

aa — z a cof -- 7 r 


+ K 
+ {{ 


Si n = 6 
Formula 

a + ? 

Fadores funt 
— za^. cof -g- 

aa — a a cof -J- 
(ta — i <2 co/T -J- 


aa 


7 r + ff 
^ + T{ 

7T + 


Ex quibus exemplis patet omnes Fadores obtineri , fi loco 
zk + 1 omnes numeri impares non majores , quam Exponens 
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FACTOR UM TR INO MIA LIUM. \ r 3 
n, fubftituantur, iis voro cafibus quibus Fadlor quadratus prodit, C.*.i»TX. 
tantum ejus radicem Fa&oribus annumerari debere. 

1 5 1. Si propofita fit hxc FuncKo a n — f , ejus Faftor 
trinomialis erit pp — cof. <P + ??{{> fi pofito r=. 

•P - , fuerit o = d 1 — r". cof.np & o=r n . fin. n p. Erit erga 
iterum fin. a <p = o , ideoque n 1 p = ( z k -f- 1 ) tt vel np = 

2 .Ic 7 t. IIoc autem cafu valor poflerior fumi debet , ut Iit cof.n p 
-j- 1 qui dat o = a n — — r” & r = — - = a. Habe— 

zk * m 

bitur itaque p = a , q = 1 & p = ■ — unde Fadlor 

trinomialis formula; propofirre erit = aa — za{. cof. — •* — f- 
^7 ; quae forma , fi loco zk omnes numeri pares non majo- 
res quam n ponantur , fnnul dabit omnes Fadfores ; ubi de 
F udioribus quadratis idem efl tenendum quod ante monuimus. 

Ac primo quidem, pofito k = o , prodit Fadlor aa — za^ 
pro quo vero radix a — j capi debet. Similiter , fi n fuerit 
numerus par & ponatur zk=n , prodit aa + za ^ -f- ^ , unde 
patet u + { e fle diviforem forma: a n — f. 

Exemplum, 

Cafus Exponentis n ut ante tradlati ita fe habebunt , prout 
jt fuerit numerus vel impar vel par. 



Euleri Introduci, in Anal. infin. 
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Si n = 1 
Formulae 

. a ~l 

ipfa crtr Fador 
a — { 

Si n = x 
Formulae 
a’ — 

• Fadores erunt 
a — ? 

+ f 

Si n = 3 

Si n = 4 

Formula: 

Formulae 

a' — 

a' — 

Fadores erunt 

Fadores erunt 

n — ? 

° ~ { x 

aa — laj, cof. — tt •+- 

aa — x a cof. — 7 r ~h 


a + 7 ^ - - 

Si n = 5 

Si n = 6 

Formul» 

Formulae 

a' — 

6 6 
a — f 

Fadores erunt 

F adores erunt 

c — I 

a — { 

aa — x a cof. — 7r + 

aa — x a cof. -g- + {{ 

aa — x a j . cof. y tc + 

aa — x a y cof. ■— ir + {{ 

f 

a + z 


l 151. His igitur confirmatur id , quod fupra jam innuimus, 

j omnem Fundionem integram, fi non in Fadores (implices reales, 

tamen in Fadores duplices reales refolvi pofie. Vidimus enim 

Iianc Fundionem indefinita; dimcnfionis a n + ^ femper in 
Favores duplices reales , praeter fimplices reales , refolvi pofie. 
Progrediamur ergo ad Fundioncs magis compolitas , uti : a. -f- 

Cf + y > cujus quidem , fi duos habeat Favores formae 
n + 0 f , refolutio ex praecedentibus abunde patet. Hoc 
. ergo tantum erit efficiendum , ut forma: « + C { " + y { ”, 

eo cafu , quo non habet duos Fadores reales forma: » + flf 1 * 
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refolutionem in Factores reales , vel (Inio lices vel duplices , Cap.IX. 
doceamus. 

153. Confideremus ergo hanc Fundtionem : a ln — za n f x 

cof. g + , qux in duos Factores fornis » — 9 f reales 

refolvi necjuit. Quod fi ergo ponamus hujus Fun&ionis Fac- 
torem duplicem realem elfe pp — zp cof. tp -}- qq ^ , 

pofito r = - p - , dux fequentes xquationes erunt refolvendx : 

o = a ln — za n r n . cof. g. cof. n p + r ln . cof z n p Sc o = — 

z a n r n . cof. g.fin. n p -f- f n . fin. z n p. Vel , loco prioris xqua- 
tionis fumatur , ex (Jj. 149 , ( ponendo m = zn) hxc o = 

a n . fin. z n p — za n r n . cof. g. fin. n p , qus cum pofieriori 
coilara dat r=a ; tum vero erit fin. znp = z cof. g.fin. n p. 

At elt fn. znp = z fin. n p. coj.n p , unde fit cof. n p = 
j cof. g. At e 11 femper cof. ( z k nr + g ) = cof. g , ex quo ha- 
betur n p = z k. 7 T + g 8 t <p= Hinc er S° Fac- 

tor generalis duplex formx propofitx erit = aa — za^. cof. 

— ■ — + { { »‘ atque omnes Fadtores prodibunt , fi pro z k 

omnes numeri pares non majores quam n fuccelllve fubftituan- 
rur , uti ex applicatione ad cafus videre licebit. 

Exemplum. 

Confideremus ergo cafus quibus n ell 1 , z , 3 , 4 , &c. , 
ut ratio Fa&orum appareat. Erunt ergo 

Formulx 

a' — z a r. cof g -j- {{ 

Unicus Fa< 5 tor 
aa — 1 a \. cof. g -j- 

Formulx 

a' — za\\ cof g -(- f 

■ P z 
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DE INVESTIGATIONE 
Favores duo 
aa — i a cof ~' r 

ca — ~ a j. cof — -f- ^ fc-u aa + 1 a^.cof f -}~ ff 

Formulae 

'a — a u’{'. cof g + ( 

Fa&orcs tres 


an — 2 a cof A- -f- 
aa — la^.cnfE—A + f 
aa — ia{.co/^±-£- f- 
Formulae 

— 1 ' a * ™f g + 

Faetores quatuor 

aa — iflf. cof -£ + ^ 
aa — xa ^cof^Z=L? 4. ?? 
aa — xa^. cof— i* -f- 

aa — x a {.cof -f ^feu aa -f zaj. cof & -f- fj- 

Formulae 

fl ’° — 1 fl ' f’- co f g + 1° 

Faflores quinque 


aa — 2 a {. cof ^ 
aa — za{.cof^~£+ ^ 


aa 

aa 

aa 


xa^.cof- 
2 a f. cq^ 
2 fl cof 


lrr +g 


s 

4 t — g 
5 

'"=•+? 

5 


+ n 
+ 

+ n 
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FACTORUM TRINO MI ALIUM. n 7 

Confirmatur ergo etiam his exemplis omnem FunCtionem in- CapJX. 
tegram in Factores reales , five fimpiices five duplices , refolvi * 
pofle. 

154. Hinc ulterius progredi licebit ad FunCiioncm hanc 

a + -f- y^ n -j- $ , qua? certo habebit unum Favo- 

rem realem formx » + t) , cujus igitur FaCtores reales, Vel 
fimpiices vel duplices , exhiberi pedunt ; alter vero multipli- 
cator forma: 1 + z { -f- X , utcumque fuerit comparatus , 
per (j. prxced. pari modo in F actores refolvi poterit. Deinde 
hxc FunCtio a + Q>{ + y { ln + S + t , *cum perpetua 
habeat duos FaCtores reales forma: hujus v -f- + 1 \ n f 

fimiliter in FaCtores , vel fimpiices vel duplices , reales refolvitur. 

Quin etiam progredi licet ad formam a. + &{ n -f- y\ n + 

-f- , qux cum certo habeat unum FaCtorem 

fornix v -f- , alter FaCtor erit formx prxcedcntis ; unde 

etiam hxc FunCtio refolutionem in FaCiores reales , vel fimpii- 
ces vel duplices , admittet. Quare fi ullum dubium m an fi det 
circa hujufmodi refolutionem omnium Functionum integrarum,, 
hoc nunc fere penitus tolletur. 

155. Traduci vero etiam poteft haec in FaCtores refolutio 


ad Series infinitas ; fcilicet , quia vidimus fupra efle 1 -f- ~ -+- 


— + - £ — 

i.! 1 j. 2. 3 


+ 


+ &c. = e z ; at vero efle e* 


1. 2. 3. 4 

( 1 + 4 ) , denotante i numerum infinitum , perfpicuum eft 

•+■ &c. habere FaCtores in- 


Seriem « + i + £ + ^ 


finitos fimpiices inter fe aequales nempe i + — At fi ab ea- 

dem Serie primus terminus dematur* erit H + [- 

• k * * 3 ' 


t 
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x 1 3 DE INVESTIGATIONE 
Lib. I. _ - « 


&c. = e x — i = ( i + 4 - ) — i , cujus forma? cum $. 
1 5 i comparata? , quo fit + = 

Fa&or quicunque erit = ( i + )‘ — i ( i + -*-) cof. -r tt -f- 

i , unde , fubftituendo pro x k omnes numeros pares , fimul 
omnes Fa&ores prodibunt. Pofito autem x k = o prodit Fac- 
tor quadratus , pro quo autem tantum ob rationes allegatas 

radix 4 - fumi debet , erit ergo x Fa&or expreflionis e x — i. 
quod quidem Tponte patet. Ad reliquos Fadores inveniendos 
notari oportet e fle , ob Arcum 7 r infinite parvum , cof 

~ 7 r = 1 — 7T7T (134) , terminis fequentibus , ob i nu- 

merum infinitum , in nihilum abeuntibus. Hinc erit Factor qui- 
libet = x ~ ~ 7r7r + x , atque adeo forma c x — 1 

erit divifibilis per 1 + 4 - + — ^7 . Quare expreflio e x — 1 


= x ( 1 + 777 + 7777^ + T . 'i. 4 + &c - ) » pratter Favo- 
rem x , habebit hos infinitos (1 + -+ ) ( 1 + ~ -+• 

’ v 1 i 1 4 mr 7 ' 1 ‘ 


4 1 

\ / , X , XX 

:) + T + 6^7 


) &c. 


ItT^O+T + 3^ 

1 5 6. Cum autem hi Fadtores confmeant partem infinite par- 
vam 4 , qux , cum in fmgulis infit , atque per multiplica- 
tionem omnium , quorum numerus eft ~ i , producat ter- 
minum -- , omitti non potcft. Ad hoc ergo incommodum 
vitandum confideremus hanc expreflioncm e x — e T = 

(1 +4)‘— ( 1 — V )' = x ( — + — + — h&c.) 

» 1 i ' v 4 ' ' 1 1 1.1.3 1 1.1.34.5 1 ' 


Digitized by Google 



FACTORUM TRINO MI ALIUM. u <j 

efl enim e * = i + ~r — —— + &c. ; qux cum 

1 1,2.3 

§. 15 i comparata' dat n=i , c= 1 + 4- & { = 1 %■ 

nude hujus expreflionis Fador erit = aa — 1 a co/. — vr 

, ik / xx \ A xx - 4 l:k 

77 = 2 ri r: 1(1 ) cql. — IT = : h - 7T 7T 

'1 11 ' tl ' J 1 II II 


Akk-rxx X 1 /- Iit lkk-rr r, n- X 

1 — - — , ob coj. — 7r = 1 — — . Functio ergo e — 

e 1 divifibilis erit per 1 -f- , ubi autem termi- 

nus jr- tuto omittitur , quia etfi per i multiplicetur , tamen 
manet infinite parvus. Pratterea vero ut ante, fi k = o , erit 
primus Fador =x. Quocirca , his Fadoribus in ordinem re- 

dadis , erit e ' — — = ar(i + — )(i + — ) ( 1 + — ) 

1 V 1 TT * ' 4?X J V JTT ' 


(*+i + + 


i6tx > V * T- 1?T , / «■’ V * -r TTTi ^ 1.1.3.4.S + 

— + &c. ). Singulis fcilicet Fadoribus per multiplica- 


tionem conflantis ejufmodi formam dedi , ut per adualem mul- 
tiplicationem prunus terminus x refultct. 


f — — J* 

157. Eodem modo cum fit = 1 + — -f- 

(, + f )*+(»— 7 >* 


X* 


+ &c. = 


, hujus expreflio- 


*• *• 3-4 

nis cum fuperiori a n + ^ n comparatio dabit a = 1 -f- -4 , 
{= 1 * & n = i : erit ergo Fador quicunque =«r — 2 ,a^ X 

-£ *■ + n = » + TT — » C ■ - ” ) «*—, I - - X.E» 


Cap.IX. 


*" * 

« #. I 


iao DE IN VESTI G ATTONE 

*" IB ' autem cof. r ^~ tt = i — . un de forma Fa&o- 

J i lu 


ris erit = — fi- - — ----- — , evanelcente termino cujus 

denominator eft i\ Quoniam ergo omnis Faftor expreftionis 
i 4~ j— ^ 4- ■ * — -j - &c. hujufmodi formam habere debet 
i + a xx , quo Fadfor inventus ad hanc formam reducatur , 
dividi debet per ^ 1 * 1 ^ * - : hinc Fa&or for mi propnfrse erit 

i 4- Tt ’ ex eoc I ue omnes Favores infiniti inve- 

nientur , fi loco x k + i fucceftive omnes nu.neri imptres 
fubfotuantur. Hanc ob rem erit , 

e x -f- e x _ , xx , x' 


= I + — + 

1 i.i 1 i.i. 3.4 


+ 


i.i. 3.4. j .6 

• 49 „ 


+ & c - = 


158. Si x fiat quantitas imaginaria, formula: ha: exponen» 

tiales in Sinum & Cofinum cujufpiam Arcus realis abeunt. 

. e ^V — «_ e — tV — « 

Sit enim x = ^ y - r_ 1 


em 


1 V — » 




_j ! v 

1.1.3 i- r. 3 - 4-5 i.i. 3. 


4 - &c. , 


qus adeo expreflio hos habet Fadfores numero infinitos 

,( i_IL)(i lL)( r iL)(i JL)(i ii_) 

&c. , feu erit /«.{ = {( 1 — ) ( 1 4" ■*- ) ( 1 — ) 

( 1 + f; ) ( 1 — j-* ) ( 1 + 3T ) &c - ‘ Q uoties cr S° Ar " 
cus f ita eft comparatus , ut quilpiam Faflor evanefoar , quod 
fit fi f = o, ^ = + 7r, { == + it, & generaliter fi ^ =* 
+ /:7r, denotante k numerum quemcunque integrum , fimul 

Sinus 
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FACTORUM TRINO MI ALIUM. m 

nus ejus Arcus debet ede = o , quod quidem ita patet , ut Cap.IX. 
hinc illos* F adores a poderiori eruere licuidet. 


Simili modo , cum fit 
erit 


,tV— *» + t — t V* 


= cof.{ , 

it quoque cof. ? = ( i — ) ( i — fli ) ( r \ 

1 ** Oxir ' ' 15 itw ' 


( 1 — ££ ) &c. , feu , his Fadloribus in binos refolvendis , 
erit quoque cof. ' $ = ( 1 — ^ ) ( 1 + ^ ) ( 1 — ii) ( x + il) 
( 1 — ^)( I +-^) , ex qua pari modo patet , fi fuerit 

? == i V" — ^ > f°te cof. ^ = o , id quod etiam ex natura 

Circuli liquet. 


1 59* Ex 5. 151. etiam inveniri pofTunt Fa&ores hujus ex- 

predionis c x — z cof. g + c 1 = z ( 1 — cof. g + — -f- 

1 . 2« 

)• Tranfit enim harc expredio in hanc 
( 1 + -7 ) — 1 co f‘g + ( 1 — 7- ) , qua; cum illa forma 


comparata dat z n = / , <7 = 1 + -4 & ? = i — 4 - unde 
Fa&or quicunque hujus formula; erit = aa — ia^. cof. 

■+■ T? = 1 + ~fr — 1 ( 1 — 7/ )• cof 7 } •• 

at ed cof. liL ***t) = 1 — lilllAl): , unde Fador 
erit = ^4 + 4 f cu f ( , rm:E t — _££ 

U u > ' (lkir± g/‘ 

Si ergo expredio per z ( 1 — co/g) dividatur , ut in Serie infi- 
nita terminus condans fit= 1 , erit, fumendis omnibus Factori- 
bus , eX —f‘°fs + '~ z — 

1 ( I co/Tg) 


Euleri Introduci, in Anal. infui. 


= C+g)(' + u 7 ^) 


111 


DE INVESTIGATIONE 


Ll B. I. 


( 1 + rr -?— 5 < 1 + — — *>■ } ( 1 + u 4 tt t) 


( 1 + ( 6 V^ Jy ) ( 1 + ) &c - • Atc I ue > fl loco 


.r ponatur { V — i , erit g = ( * — f ) ( r + f ) 


(x-^p(x+ I ^)(x- I 7 ! Fff )(x+ T ^) 

( «-*r£r- f > < 1 +4^-> &c ; ; “ 1 ~rrTT^F) + 
1. 1. 3. 4 ( i — «y; 5 ) ITT — & ^ 1 — «v: j ) ^ c ' * -^ l! i us 


adeo Serici in infinitum continuata; Fadlores omnes cognof- 


cuntur. 


160. Commode etiam hujufmodi FuudHonis -j- e c r 
Fadiores inveniri omnefcjuc a (lignari poliunt. Tranfmutatur enim 


in hanc formam ( 1 4~ +( t + L - - r ) > qui comparata 


cum forma a f + j 1 . Factorem habebit aa — ia^. co/? 4- , 

denotante /« numerum imparem fi valeat lignum fuperius , con- 
tra vero numerum parem. Cum autem , ob i numerum infinite 
magnum , fit cof.'^-~ = 1 — * erlt Radior ille generalis 

= ( a — r )’ + ' . " rn . ~Z a , \ t h oc C afu er it a = i 4- (\t.l 

& ^ = 1 4- c —-~- , unde fit ( c — ^ )’ = — ~ ^ ■■ * -■- 

& fl^ = 1 4 * ^ - m — 4 * h 1 x -^~ i ideoque Fac- 

tor erit per ii multiplicatus = ( b — c )* 4-4(6 — c ) x 4- 
4.V.V + nuniTTr , negledlis terminis per i vel ii divifis, quoniam 
jam omnis generis termini adfunt , pne quibus hi evanefeerent. 
Termino ergo conflante ad unitatem per divifionem redudlo 


erit Fadlor = 1 4- 

mm ttit -j - ^ b c ) 
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FACTORUM TRINO MIA LIUM. 113 
iu 1. Nunc, quoniam in omnibus Fa&oribus terminus conf- Cap.IX. 
tans eft — = 1 , ipfa Fumftio e b e z per ejufmodi 

conilam em dividi debet , ut terminus conflans fiat = 1 , ieu 
ut ejus valor , pofito x = o , fiat = 1 ; talis Divifor erit 
, 'b + x+f — x 

e° 4- e , & hanc ob rem expreflio h$c r= per 

X t b ±t c . 

Faetores numero infinitos exponi poterit. Erit ergo , fi va- 
leat fignum fuperius atque m denotet numerum imparem , 

/ + / , 1 O r+4.r-c w , 4( 5— f)x+4x.v v 

q, / ' irff-H* *•)*''■ ’ 9»sr -f- (4 — vp 

( i + 4 ( 5 — e ) x+A.*f. \ £cc . ; fin autem fignum inferius va- 

leat , atque ideo m denotet numerum parem , cafuque m = o 

5 -J- x e x 

xadix Fadtoris quadrati ponatur , erit = 

( I 4- —t *- \ ( ! J- 4 cU + 4TX x / , 4(5 di+.|r.r . 

V X 5 — c' ( X 4 rx-(- ( 4 — c )■ > V 1 ^ — cy > 

( i + 4^— c )£+_4*£x &c 

V X 36**-H* — O* } 

162.. Ponatur b = o, quod fine detrimento univerfalitatis 

Xl c X 

fieri poteft , eritque — ~ 


i -J- * c 

( j A£*_±_ i£? w , 41£±Jt££ v &c i 1 

' 9 k4 -cc > ^ it Trir + cc ' ’ 


r j 4 c x + 4 xx . 

v rir -j- cc ’ 


= (l 


• t C 

1 X 


: ) ( * — 


ifxir + ee 

4 c x -f- 4 xx 
4*i -p cc 


W t ll£+-t£g. i 

> K 1 16 ir« -h cc > 

( 1 — 4 VfelJ~q 4 v. r ) • J am ponatur c negativum, atque 

habebuntur ha; dua; aquationes : * 


1 + d 
» + < ‘ 


Q x 


Ll B. 
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DE INVESTIGATIONE 


— ~C.V~* = c 1 + ^ ) c 1 + 

I e c c 

( 1 +£^)( I + 4 // g tl” ) &c " Multiplicetur forma prima 


4 c x + 4 xx 

4 Tlt -(- CC 


3 6 m-\~cc 


• • • r x -4-r lz 4 -e c 4 -e c 

per tertiam , ac prodibit — — — — ; ponatur 

vero y loco zx , eritque r l — 

J 1 V T*+CC' 

(1 1 2 ^+>tw _ m-±)Z) ( 1 + ^ rH-yrw — *£I±m 

V T irir-|-ce A 9.rs + a: A ^ 9 r.r+a ' V ijirif+te' 

( 1 + ~ ) &c. . Multiplicetur prima forma per quar- 


tam / erit produ&um 


- <• * — f ~ + r c 


i po- 


natur y pro zx , eritque 


r y — f — y + , c — 1 


( x + y . ) ( x _ l£X±XL ) ( I + i£I±JZ ) ( , _ *JX±yy s 
( 1 _j_ ( 1 — ^ c . > ) &c. , Si fecunda forma 

' Ibirir-pct- 7 ' 25-!r!7-f-i t ' 7 

per tertiam multiplicetur , prodibit eadem aquatio nili quod 
c capiendum fit negativum , erit nempe 

fC — * c — ' y +.‘~ y — r j jl ) ( 1 4. isxJixy. \ 

e C e C k C ' V ^ -ITT +• CC ' 

f t 7 cv y y \ f t -u r cv ~f ~ - y y \ < i 2er + y>- \ 

' 1 4 r* -f- CC ' ' ' O l«f -I- CC ' ' 1 6 :rir «v ) 


9 .rs -f- ec 


1 6 ;n 4- 1 


( 1 + i‘L+ r h 1 — »£+« > &c - • Mui «p iicetur *- 


Digitized by Google 
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,yjL f — y , c f — <•' Cap.IX. 

nique forma fecunda per quartam eritque — -E— : 


ifV ~\~ Y.Y 


r) 


= (1 — JZ) (l — ?21±22:)( I +221±JZ)( I 
( , + IpAl) (1 — ( 1 + &c. 

' 1 i6jt.t -\ m cc J ' 3G7rir-f-rcr / N 36 irTr-f-*r y 

163. H<2 quatuor combinationes nunc commode ad Circu- 
lum transferri podiint, ponendo c=gV — 1 & y=v V — 1 : 
erit enim e' ^ 1 + e v ^ 1 = x cof. v ; e' ^ 1 

— e * ^ ” 1 = x V — 1 .fin. v. & 1 + e s ^ 1 

=.2 cof.g ; ^~ l — e 1 = x V — i.Jin.g. Hinc 

prima combinatio dabit c0 ^' c f ' = 1 j — ' t/ - ■ ■ -J- 


i* a -3 •+ (‘ +“/?) ^ 1.X....6 (1 -(- '•o/ff) 

(I 


-f &c. = ( 1 -f ls "-— - ) 
v «■* gg' 


1 cr»’ 


(1 + 


J=-iZ ) ( j + II t — U f — «■* ) 

»» — 33 — 33 — 33 / 

(1— =(i + _i_) 

• e? ' v it jrr ' ' 1 ir p ' 


X5inr gg' ' x^inr fiJ> - 

V W . *’ \ f . , r 


(I - J ^ T } } (l ~3- 

t) (i — 


( I — 

(I 


■3 

w 


) ( I + 


3* + g 


* — 3 

r 

J r g • 

) &C. = 


( » g) 


(w + g) 


O (* — 


u «• 


- — ) 

— gy 1 


( i * + 3 ) 


-) ( I 


t 5 * — g ) 
combinatio dat == i . 

i — coj. g 


— — pr ) &c. . Quarta vero 


PV I 

I. 1 ( 1 cof.g) T 

f' , o , / VV x 

1 — i.x — 6 ( i caf.g)~‘ C " '* Jg) 

<» +MS£> (■ 


4 Trr ■ 


* g v VV \ / J I 1 g v vv \ 

gg ' ' ‘ 10 ?r?r ira ' 


4 ir n 


i6mr — gg 1 
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1 16 
(i- 




(l* 
( 1 


(I — 


l6 TTff 
V 


DE INVESTIGATIONE 

) Scc. = (i — — )(x + — ) ( i + - — - — ) 

— e?' v /r ' /r ' — s ' 




) &C. = ( I — - ) ( I — 


t 1 it — g) 


• ) 


T7)(I 


7 * ) ( I "~ 


Secunda combinatio daf ^ = i + ' 

J‘ n - S 


) &c. . 
' 7 + 


y//i.g 1.1.3 Jin. 

i ? i n 


(I 


4 ttit ■ 


_ &c. = ( 1 + --) ( I + 

v s ' v *•* — gg 

) Cl + U J L— »• ) &Cf 
) 


1. 1. ... 5 Jin. S 

1 g»» py J ^ I _J_ * 


«P‘ 






= {. + f)(.+ T 4r ! H'-*)C 

Ac fumto v negativo prodit tertia combinatio. 

164. Ipfae vero etiam exprcfliones in $j. 161 primum in- 
ventae ad Arcus circulares traduci pofTunt hoc modo : cum fit 
+ __ (1+ ~ 1 : ) (r*+* c ~*) _ 

z + c c +— c 


«+« c 
: + — x +r 


—* + e— e + x 


, fi ponamus c = g V — 1 & 

1 + t c -J- e c 

x = ^ V — 1 , harc exprefiio abit in hanc == 

c °f- ? + Erit cr s° ( ob rfr^b = '«w* t ^ ) 

cof. f + tang. Y g. fin. ? = 1 •+• j- w/ig. £ — J7£ — 


— 5 — tan ,* 
1.2.3 ° 


„.-1* 4- — il— 4 1 

0 i ° ' 1. 2. 3. 4 1. 2. i 


1.2. 3.4.3 tan S--lS — 


= (! 4 - ) ( I + ^ ili) ( I 4 . 411 — -4B ) Sjc. 

w* — gg ' v 9 ff,r — ar is** — &r 
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FACTORUM TRINO MI ALIUM. 117 

( 1 + ~ ' ) ( 1 — ^ ^ C ' ' mo ^° altera ex- 

preflio , fi Numerator & Denominator per 1 — e c mul- 

... ... , x + e — * e c — * <■ — c + x 

tipheetur , abit in — f — — — - . q US > 


. fa-flo c=g\/ — i&x={V — 1, dat — ' ^ — — 

cc f‘ T ~ ^—^7 =cof. { — Erit ergo e»/f — 

cot.±g.fin.[ = i — j. cot.± S — 2 i +AL- co t.±g + 

V )(x+ ^S 5 ) 


*— 3-4 

( 1 + — ) ( X + IO — ) &c 

1 i6sr 1 ' ' SS J 




r) C 1 


Ll_ w . 

-e"' 1 4* — 

Quod fi ergo ponatur v = 2 f feu { = — v ; habebitur 

roC j ( g i’ ) __ r i 


c-V) 

4 -)&c. 


-/ i f 


= ccj. 


, I r * I 

- r -- g. Jiit. — V — 

( i + ( ■ - 7 T 7 > < ■ < 1 -rfr-p' &c - 


/* 1 1 ^ I 

. „ = coi. — - V ftWff. — - £T, ///*. — V 

ct>/. j £ “'Z D 2 . J z 


(1 




- ) ( 1 + — ~ ) &c. ^ 
-ff' 3 *+s' 


i?0. j (r »0 r 1 1 r I 

* — > — , = ro/. — v — «1/. — e. fin. — v = 

Jin. I g J i i ° i 


/‘i- i e 

(—7 )('+rrt;K. 


iTT-f-g 


8 )(‘+^r> 


CakIX. 
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n 8 DE USU FACTORUM INVENTORUM 

I B. I. fm. 4 ( c -{- r ) 


/• i i r /» i 

coj. Y V + cot. — g. fin. — v = 

—L — W i 4 — ) ( i v — \ & c 

■* — s )K ^ 4 - — e’ 

Quorum Fa&orum lex progreffionis fatis eft fimplex & uni- 
formis ; atque ex his expreffionibus per multiplicationem oriun- 
tur es ipfs , qua: in $. prscedente funt inventae. 


fin. i g 

c+fx- 


CAPUT X. 

De ufu Faclorum inventorum in definiendis fummis Serierwn 

infinitarum. 

1 Si fuerit i + At ■+■ + C%’ + D^ + &c. = 

(i + q)(i+Cf) ( i + y i) ( i + S {) &c. , hi Fac- 
tores , five fint numero finiti five infiniti , fi in fe a< 5 hi multi- 
plicentur , illam expreflionem i -i~Aj + Bfi •{- Df-\- 

&c. producere debent. jEquabitur ergo coefficiens A fumma; 
omnium quantitatum a + €+ y + ^ + «+ &c. . Coefficiens 
vero B squalis erit fu mnis produ&orum ex binis , eritque 
B = c tC -j- ary — J— oc -S" — |— €y -}- C § -f- y $ -f- &c. . Tum vero 
coefficiens C squabitur fu mnis produ&orum ex ternis , nempe 
erit C = ct£y + a.Q £ + GyJ + a.yS + &c. . Atque ita 
porro erit D = fummae produiftorum ex quaternis , E = 
fumms produ&orum ex quinis , &c. , id epod ex Algebra 
communi conflat. 

166. Quia funima quantitatum et + € y -f- $ + &c. , 
datur una cum fumma productorum ex binis , hinc lumma 
Quadratorum ct‘ + £‘ + y' + J‘ -(- &c. , inveniri poterit , 
quippe qus squalis eft Quadrato fumms demtis duplicibus 
productis ex binis. Simili modo fumma Cuborum , Biquadra- 
torum & ahiorum Poteflatum definiri potefl : fi enim ponamus 


"* — -^Digitized 
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p = «. + e +v + j + 1 +&c. 

Q= + C‘ + y’ + S +e + &c. • 

R = a’ + C' + y’ + + t' + &c. 

5 = «,*+€'-(- y* -J- S' -J- t 4 “h &c. 

T= *' + t’ + y’ + S' + t’ + &c. 

K=a‘ + C + v s + + t‘ + &c. 

&c. 

• Valores P , Q, R , S , jT , P” &c. fequeati modo ex cogni- 
tis A , B , C , D y &c. determinabantur. 


P = A 

Q — AP — i B 

R = AQ — BP + 3 C 

S = AR — BQ + CP — 4D 

T = AS — PR + CQ — PP + *£ 

P" = — BS + CR — DQ + EP — 6F 

&c. 


quarum formularum veritas examine inftituto facile agnof- 
citur. 


167. Cum igitur fupra ( 15 6 ) invenerimus e(Tc : 

1J =r— <- + ifj+T ^?+Tfc7 + &c -)= 

* ( 1 + 5 ) (? +fh) <}+-&'> (« + !&) 


( t + — ) &c., erit 1 + — , + 

v 1 25 irTT 7 ■ * - 1 


+ 


7 


+ 


& , = (l+ ||)(. 4 -^)( I+ ij( I+7 f|,) & c. 

Ponatur xx = tttt^ , eritque 1 -f 7^ { + ■ ^ 4 " {’ + 

-J^^-h&c. = (1 + 0(1+ -L { )( I + | { .)( I+ i { ) 
Euleri Introduci, in Anal. infin. R 
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j 3 o DE USU FACTORUM INVENTORUM 
(i + -^ { ) &c. . Facta ergo applicatione fuperioris regulae ad 

hunc cafum , erit A = ^i 0=^; C=-^— ; D = ~ 6 
&c. . Quod fi ergo ponatur 


P 

<2 
R 
S 
T : 


= ' + i + i + + i + ^ + 

I +7J+r: + 7j: + T7T + ^ + &:c ' 


4 ' ■ 9' ' 1 6 ' 1 15' ?6‘ 

I +^ + ^ + IF + IT T + ? 1 ‘ , “ &c * 
I +^ + ^ + .'F + IT <+ ^ + &C - 

I+ 4 ? + 9 T+ ^ T + 4 T + ^ T+&C *‘ 

&c. 


atque harum litterarum valores ex A , U , C , D , &c. deter- 
minentur , prodibit. 



94S° 


T =z 


94S5? 

&c. 


168. Patet ergo omnium Serierum infinitarum in hac forms 

generali i + — -j — - + — + &c. , contentarum , quoties 
z n f 4" 

n fuerit numerus par , fummam ope Peripherie Circuli tt exhi- 
beri pofle i habebit enim femper fumma Seriei ad ir n rationem 
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IN DEFINIEND. SUMMIS SERIER. INFIN. 131 
rationalem. Quo autem valor harum fu m marum clarius perf- C.tv. X. 
piciatur , plures hujufmodi Serierum fummas commodiori 
modo expreiTas hic adjiciam. 


+ + ^ + f +&c.= 
«+TT+T + ^-+y+&c. 
I+ T + 1 F + 7 r+-^ + & c - 

, + < 444 +&c . 

1 + ^+ ^TT + ^+ ^ + &C. 

1 +p7+JT74-4T + p + &C. 

1 +-^ + jr: + -^: + ~r . ;+ &C. 

1 +pr+^7 + ^T+p7-f&C. 

1 +p?+p¥ + ^-, +^+ &C. 

1 +p; + p+^T + p+&c. 

i+^ + ^+^+^ + &c. 

J +^t + ^-4+^t + ^:+ &c.: 


2 W . I 



1.2.3. 1 


2' 


1. 2.3.4.;- 


2 4 


1.1. 3.. ..7- 


i* 


1.2. 3. ...9- 


2* 


1.2.2. ...11" 




1.2.3. ...13- 


2" 


1.2.3. ...1;- 


2'* 


i 7 ‘ 

i fe 


1.2.3.... 19- 


2 * ® 


1.2.2. ...21* 


2** 


T x 

I « 


4 ■ V 


7 r 


691 


• 10% 


7T 


1.2.3.... 23 


¥ 7r ' 
3 6 '7 . 
M 

4^867 


1111277 >0 

7 r 


35 


11818104;; 
»71 


1.1.3. 


»5 


T 


* + ^T + pr + -^+ — +&C. 
. , 3 4 5 

• 7° 9779 »7 


1.2.3. 


»7 


7T 


Hucufque idos Poteftatum ipfius 7r Exponentes artificio alibi 
exponendo continuare licuit , quod ideo hic adjunxi , quod 

R i 
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131 DE USU FACTORUM INVENTORUM 

Seriei fractionum primo intuitu perquam irregularis 1 , r 

— . — , S. !?i 11 &c. 'm plurimis occaGonibus eximius 

3 * 5 ’ 3 ’ 105 ’ 1 ’ *• 

eft ufus. 

169. Trademus eodem modo a:quationem §. 157 inven- 


tam , ubi erat 


«* + «“ 


— 1 4. £* + . _| ? 

1 1.1 1 .a.3. j. 1.2.3.4.5.6 


4 *t 

7 T 1 T 

Pofito ergo xjc = 


&c. = (1 + ?-) (1 +^-)(i 

' 1 TTIT ' ' ' 9 5 T!T ' V 


iri 


)(* + 


4 j.r 


)&C., 


?rr ^ 

4 


15 ir-ir r ' ’ 49ff7r' 

, irir , , 

cnt * H 7 H 77 + 

1 1, 2. 4 i 1 1.2. 3. 4. 4' U 1 


41 ■ 1.2. 3.4.4 

{’ + & c - = ( 1 + { ) ( 1 + ~ 0 ( 1 O 

( 1 + — { ) &c. . Unde , fada applicatione , erit A = -p, — ; 


ir 4 


B = 

1.2.3 4-V 
ponamus 


; C 


1.2.3 — 6.4 


i ; &c. . Quod fi ergo. 


J, = '+|+fr + ^+-n + & ‘ : - 
C=‘+ 9 -+^+“+^ + &c - 

R = 1 +r + 5 T I+ « T + »^ + &c ' 

s = 1 +/ ; + &c - 
&C. 


reperientur fcquentes pro P , Q , R , S , & c. , valores' r 


P 

P 


16 


I.I.3.4.S. 2 1 


<2 


2 

I.2.J 


r' 
x~ 

yt\ c* 

2» 


1.2., ..„7 
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- 79 V* ll! . rr _ ^92 Cap. X. 

2“ ’ " 1.2. 3. ...ll’ 2' 1 

a?.;6Si)6 t " 

1.2.J....I3 - 2‘>' 


.170. Eodem fummo Poteflatum numerorum imparium inve- 
niri potiunt ex fummis procedentibus , in quibus omnes numeri 


occurrunt ; fi enim fuerit M 


1 + ~ + + - ! - + 


3 4 

M 


— — (- &c. , erit ubique , per — multiplicando , — = — + 

jTi 2« . 

- — i — - + — + & c. , qu$ Series numeros tantum pares 
4 n 6 n 8" 

continens , fi a priori fubtrahatur , . relinquet numeros im- 


pares , eritque ideo M — • — = 


M z n — 


I M = I + Z + 


3 


- — I — - 4 - — -+- &c. , , Quod fi autem Series — bis fumta 
" 7 n 9 n ‘R 1 

fubtrahatur ab M figna prodibunt alternantia, eritque M — 


zM 

z n 

•tr 


M = I 


+ 4 ~ + ~ 


6 n 
Series 


1 1 3 4 5 " 

+ &c. . Per tradita ergo procepta fummari poterunt ho- 


±-^ + - 7 ;±^ + ^±^ + - + &c. 

.« 4 ” J* 1 5« yl 

' + + - n + + &<• 

5 7 


3 


Si quidem n fit numerus par, atque fumma erit = A-rr n exif- 
tente A numero rationalt. 

171. Proterea vero exprefliones §. 164, exhibita: fimili moda 

m 


% 
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■ I- Series notatu dignas fuppeditabunt. Cum enim fit cof. E v + 

* an g- \g- f' n - t v = ( i + — 


i- £ )(. - 

( i + . * ) &c. , fi ponamus v = ~ tt & g : 


* + ff 


) 


/I 


m 

• - 7 r erit 

/i 


( ■ +.-=rs)< ■ <■ +t^H ' - iT h> 

( ■ + ^=-J ( ' &c ' = «*£ + «»*=;. 


7 . i t i t j; m t 

in. — = i + — tang. 
in 


t' jr’ 


l n 


° 2/1 2. 4 /i/i 2. 4. 6 .•/> 

ra/i£. ^ z 4^6^» / ^ ^ c " * ex P re ^*° infinita cum 

fi. 1 6< collata dabit hos valores A = -g-jang. — • i} = 
y > m 0 in ’ 

T 1 ^ m T T 4 rr 

4 A A tan S‘ 1 T, * ^ 1 A R „4 » ^ * 


2. 4 /Z/2 


t^o , . tang. 2-1 &c. Tum vero erit ct = — — ,• 

2. 4. 0. 8. 10 n ° 1 n n m ’ 

e = — 

— 1 — ,• < == i- &c « 

J n m ^ 5 /1 -j- m 


_I » . r. 1 

n + m J ' 3 n m * 3 n -j - m ’ 


171. Hinc ergo ad normam $. 1 66 fequentes Series exo- 
rientur. 


P = — 


n—m n-f-m ln—m 3/1-j-m ' 5/1 — m 5 /i-f-m 


+ &C. 


Q 1 I 1 1 1 i 1 i 

V ( n m y ~ ( 3/1 m )‘ ' ( 3 /1+ m)‘ 

; 77 “t” &C. 

(5/1 /n) 

R = 


{n m)' {n + my (3/1-j-m) 


7 + 


(5/1- 




r, — &C. 
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S = 


( n m) 


~ + 


u 4 - y 


‘ + (j« — mr + 


( 3 « i" m 


rr 4 - 


Cap. X. 


( 5 « 

T = 


^7 + &c - 


v 4 - 


(/) m )’ (.n-j-zn )' (3/1 — m )' (3«4-"j) 


T + 


( 5 /1 — m )' 


v= 


&c. 

T* + 


4 - 


( /1 /m )* (, n -J- m ) 6 ' ( 3 n m ) 6 ' ( 3 n •+- m ) 


+ 


7 4 ~ 


(. j.n m ) 


- 4 " &c» 


&c. 


Pofito autem tang. — = k erit , uti oflcndimus , 


P == A 


i n 


Q ( kk 4~ I ) TT __ ( 1 kk 4~ 1 ) T* 

^ 4/1« . i. 4 nn 

n ( *'4-*W tfk' +6k)-r', 

8«' 1.4.6«* 

S _ (?**4-4«4-Q T 4 _ (14**4- ti^-4-8) 

48«'' 2. 4. 6 . 8 n" 

ji ( 3 1 ' 4 ~ S *' 4 ~ >* ) t' (iioi : 4 - ico** 4 - 80 f ) t’ 

96«' «A. 4. 6. 8. 10 «’ 

&c. 

173. Pari modo ultima forma §. 164 , cof. -i- v -f- cot. 

fin. L V = ( I+ J1)( I )(i4 -M (1 L_ ) 

( 1 + ^4^ ) &c * » fi ponamus v=-Z- 7 r,g=~ 7 r& 
tan S- Tn = li > ut fit cot • 7 g = -p dabit cof. 4- jX 

r ffx __ , irx *"ir arr tt 1 j: 1 , rr 4 x 4 . 

•* In Ink 2. a n n 2. A . 6 n ' k 2 a. £ 

:) 


2 . 4 . 678. 10 /j 5 k 


^ — &c. = ( 1 4- - ) ( 1 — — (t 


2 rt-j“/ 7 I ^ 
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( 1 — ) ( 1 + 4 „ ) &c - • Comparatione ergo cum 

forma generali ( <$. i6j ) inflituta erit A = i E = 

— . r — ■*' . i) -r 4 . p . 

2.4/2' ’ 2.4. 6 /j' i* 2. 4. 6.8/2'’ 2.4. 0.6. ion' A’ 

&c. ; ex Fadoribus vero habebitur a. = — : S = ~ ' - - ; 

02 2/2 //2 

y — — -4 — §■ = 

' 2/2 +■ /22 ’ 


4/2 //2 


; € = — 4; — & C. 

* 4/2 /72 


* 

174. Hinc ergo ad nonnam §. 166 fequpntes Series forma- 
buntur, earumque fumms aifignabuntur 

P = - - 1- — ^ f- — ^ &c. 

/72 2/2 //2 2/1 //2 4/2 /72 4/7 -p //2 

0 = -L -i ! 1_ 1 — __ _i_ 1 l 

v /72* (2/2 m )‘ 1 (2/2 -f- m )‘ (4/2 m )' 

; rr 4" &C. 

( 4 /2 -f- /72 j 

♦ I 

n I_ I , ' I » , 

/72 1 ( 2 /2 /72)’ ( 2/2 4“ 272 l422 /72 ’ 

i — i — rr — & c - 

(4/2 -f /n)' 

c _L _i_ * d» 1 £ 1 £ 4. 

/72* ' (2/2 /72 )* ( 2/2 4" "* ) 4 (422 — 272 )' ' 

7 — * — 4 - & C. 

( 4/2 4- m ) 4 

T~~ 1 h 1 L_ 

/72' (2/2 /72 )’ ~ ( 272 4 - " 1 / (4« 

&c. 

&C. 


m) 


( 4/1 4- /72 )‘ 


lis 
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: autem fummi P , Q , R , S , &c. ita fe habebunt Cap. X. 


1 nk 
(**+i lw 

4 nn kk 

(**+■ W 

8«'*' 

_ (V + ^kk+jW 

48 rt' k' 

__ ( i k* -j- 5 kk + 3 ) <r ' 1 

96 /i‘ k' 

(1* -f ' 7*‘H- ; ? o *‘ + , 0 ■* 
960 i* 


1 g 
i nk 

(x+ikk) 

1. 4 n‘ k‘ 

( 6 -|- 6 kk ) it ' 

1. 4. 6 n ' k 

__ ( Mt n kk + }k')f> 
i. 4. 6 . 8 n • i* 

( 1 io loo k k -f- 80 A'‘)ir« 

i. 4. 6. 8. ion' 

(710+ 1440^+8 1 6 k 1 -(- 9 & ) t' 

i. 4. 6. 8. 10. 11 n' k * 


&C. 


175. Series ifti generales merentur ut cafus quofdam parti- 
culares inde derivemus , qui prodibunt fi rationem m ad n in 
numeris determinemus. Sit igitur primum m. = 1 & n = i , 
liet k = tang. = tang. 45 0 = 1 , atque amba: Seric- 
rum claffes inter fe congruent. Erit ergo 


4 

•Klt 

T 

ir’ 

3 2 1 

96 

l£’ . 
1536' 

•96O 


I - + - V + 1 &c - 

3 5 7 9 

l+p-+p+^+^- + &c. 

~F + r~7 r + 9 r_ &C - 

1 +p+ 5 i r + 7 4 + i + &c. 

I -l-jr + ^-+p- + ^r + &C. 

&c. 


«9 


Harum Serierum primam jam fupra ( $. 140 ) elicuimus , reli- 
cuarum illa:, qua: pares habent Dignitates , modo ante ( j. 169) 
funt eruta: ; ceteri , in quibus Exponentes funt numeri impa- 
Euleri Introduci, in Anal, infin, S 
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1 1 b. I. res , hic primum occurrunt. Conftat ergo omnium quoque ifta— 
rum Serierum : 

I ri *— ~ H V &c. 

fumnias per valorem ipfius tt aflignari pofTe. 

176. Sit nunc m = 1 t n = 3 ; erit k = tang. y =3 
tang. 30 0 = atque Series §. 171 abibunt in has. 


- + - 

4 + 8 


— + — &c. 

10 14 16 1 


Tf =r+v + w+^ + A‘ + ^ +6lc - 
+ &c ‘ 

&c. , five 

31/3 1 "* + t r + T » + c ’ 

^r - = 1 + r + v + 7 + r + v + &c - - 

4 ir’ I . I I . I 1 1 o 

81 V 3 — 1 I 1 " 4' 5’ 7' 8‘ ^ C * 

&c. 

in his Seriebus defunt omnes numeri per ternarium di vi fi bi- 
les : hinc pares dimenfiones ex jam inventis deducentur, hoc 
modo. Cum fit 

irv .,1,1.1 , 1 > o 

— = I + V + 3 f + V + 5 r + &c - » ent 

lf I • V I I ■ l IO TTJT 

ST? = v + 6‘ + r + TT + = ',4 » 

qua: pofterior Series continens omnes numeros per ternarium 
divifibiles, fi fubtrahatur a priore , remanebunt omnes numeri 
non divifibiles per 3 : ficque erit == x + _j». 

~r + yr + ~ + &c. , uti invenimus. 
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177. Eadem hypothefis m 
ad §. 174 accommodati has prabebit fummationes 

* , L -|__L I JL. 1 Lx J_ grr 

2 V 3 5^7 II + I? 17 + 19 

ir' I , J I | I L_ 1 _J o 

il>\^ 5' 7' 11' ' tj* 17' ‘ 19 1 

&c. 

in quarum denominatoribus numeri tantum impares occurrunt 
exceptis iis , qui per ternarium funt divifibiles. Ceterum pares 
dimenfiones ex jam cognitis -deduci poflunt , cum enim fit 

TT = 1 + ?r + ^ ? + y + &c - » erit 

^=f + 7 + 7 r + TF+ = 

qux Series , omnes numeros impares per 3 divifibiles continens, 
ii fubtrahatur a fuperiore , relinquet Seriem quadratorum nu- 
merorum imparium per 3 non divifibilium , eritque 

— = i + 7t + -V + -V + + &c. 

9 5 7 11 i 3 ‘ 

178. Si Series in §. $. 171 & 174 inventae vel addantur vel 
fubtrahantur , obtinebuntur aliae Series notatu dignae. Erit fci- 


licet 


k * 

1 n 


l/i- 


+ 


+ — == — 4 i ' — 

2 n k m 1 n m n -j- m 

+ &C. = i M± lL* : at eft k == tang. m *- = 
Xn-\-m ' inh ° ^ n 


1 k r m ir _ _ 

-r -77= i Jin. , - X 
1 *+- kk J in 


/• m rr 

Jin. - — 

— , & 1 + kk = , unde 

coi. — ( coj. — ) 

J in ' J in ’ 

cof. EE = fin. 1 quo valore fubflituto habebimus 


7 r» fft IT 

tn. — 
n 


__L 4 i 1 

m * n m n 4" m in- 


4 - 


i /i -(- /n 

S i 


4 - 


Cap. X. 
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i 


3 n m 


erit — . 

li; k 


l /j m 1 i n -p /:i 


) n-}- m 

k_~ (i »)t 

2n ink 

I r 

? n m 


£cc. . Simili modo per fubtradHoneitt 


i* 


■ kk 


tan<i. z. 


Z n 


m 

n i 

“ "T“ t 

r/l /1 -p m 


- 

? 

— &c. , at 

eft 


/1 -(- /(( 



/7J r 

fui. 

m r 



— — 3 hinc 

erit* 

n 

cof 

in r 

n 



7T . Co/T 

1_JL — _L ! i. _J I _i_ 1 .. 

«2 sr ni n m r. -fc m ia m i n m 


n.ftn. r -‘A 
■ n 

— — -|- iScc. . Series Quadratorum & ahiorum Potcflatum 
hinc orta; facilius per dilferentiationenr hinc deducemur infra. 

1 79. Quoniam cafus , quibus m = r & n = z vel 3 , jam 
evolvimus , ponamus m = 1 & n = 4 ; erit fui. =. 
fin. ~ & cof. 1= Hinc iraque habebitur 

_£. = 1+ a_ 4 _i + a + i.__L_i + &c .. 

4 3^5 7 9 «i «J 1 5 ' 

&c. . Sit m = 1 & n = 8 , erit — = -Z & fui. f- =. 

/I o J o 

V( | — = V({- + r ^ I )& = 

/«• g 

1 + V i. Hinc itaque erit ( 178) per primam combinarionem 
WU— V») = 1 + 7 9 M + »7 + i“ &C - 
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& per fecundam , quoniam + y 2 = ! — _ , 

* 1 1 V 1 

— *-J-y*) 1 T 9 Tj T 17 23 + & c - 

Sit nunc rn = 3 & 11 = 8 , erit & y? ;i . 2_T — 

I 7T 


fin. I 7 r 


V ( f + rjl) • & co /¥ = V (| — , unde 

— ; ac prodibunt ha: Series 

-7-4-7-, = -L + _L_±_.L + _I # _u JL _ &c 
'JVU+V' 1 ) .3 5 11 «3 ~ 19 ^ KC ' 

T 1 I I I I . ’ I 1 1 C 

M‘-r V 1 ) 3 T 11 »3 + ^9 M &c * 

1 S 0 . Ex his feriebus nafcuntur , 

i°. Addendo primam tertias 

~ V(* +' V*) J _I_ J_ _j_ _L ■ * I I £ 

4 * 3 5 7 '9 ri 13 

— -f — + — 4- &c. 

15 1 17 1 19' 

2 0 . Subtrahendo tertiam a prima 

— j L L L _i_ _L j_ 

4 3 5 7 9 i» ^13 

-- + &c. 
l 9 

3 0 . Addendo quarta: primam 

8 -35 

— + -4- — SiC 

13 15 ' 17 ' 19 ~ 

4 0 . Subtrahendo quartam a prima 

*(’ — y*-W(4+*y*j) j 1 _i_ , i_ I_ I 

8 3 *" 5' 7 9 i* 

4 7j J 7 19 & c * 


J_ _|_ .1 

15 1 17 


I + + j. __i. + .£. 

3 ' 7 9 “ 11 


Cap.X, 
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r • 

J 5°. Addendo -fecundam terti® 

fVi)) — -j _j_ i_ _j_ i J j *. * 


1 I 


8 " * 3 1 S 

JL_JL + JL + ± +&c 

Ij 1J * 17 ' 19 ' 

6°. Subtrahendo tertiam a fecunda 

^(i-fVz — V (4 — 1V1)) t t_ j i_ jl j 

8 3 $ 7 9 ‘11' 


-L — JL L — & c 

13 17 19 


Simili modo , ponendo n = 16 & m vel 1 vel 3 vel 5 vel 7 , 
ulterius progredi licet , hocque modo fumm® reperientur Se- 
rierum 1 , ~ , y , — , -y , &c. , in quibus fignorum + 
& — viciflitudines alias leges fequantur, 

181. Si in Seriebus Jj. 178 inventis bini termini in unam 
fummam colligantur , erit 

t 2. /77 im | 2 m 


r Eli 'f 

n.Jin. — 

■ ^ /1 

2 /n 

«/2 mm 

1 

mn mm 

• T 

/71 T 

in. — 
n 


- mm 


4 nn - 


+ 


4 nn mm 


ideoque 

+ 


9 nn 


9 nn mm 


&C. = 


1 mnt 


ji.tang.Tl tt 


Altefa vero Series dabit 

I 1 m 

m nn mm 41/1 mm 


1 m 


9 nn- 


-mm 


&C. 
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hincque Caf. X. 

1- &c. = — ^ 

— * 2 min 


1 rrm ' 


4/1/1 mm 


+ 


9/1/1 • 


xmn. tang. 


7T 


Ex his autem conjun&is nafeitur htee 
1 . 1 , 1 


+ 


+ &c. 


m 

T.iang . — t 

* 1 n 


9/1/1 mm 1 15/2/1 //i//! 4/« /2 

Si in hac Serie fit n = 1 & m numerus par quicunque = z k , 
ob tang. k tt = o , erit femper , nifi fit k = o , 

1 4*/t 9 ^kk z$ 4 kk 49 4 kk ' ^ vC ‘ ° * 

iin autem in ilia Serie fiat n = 2 . Sc m fuerit numerus quicun- 


• = o , erit 


que impar =iM-i,ob — , 

tang . — t \ 1 / 

^2A-pl)' 36 ^ C ’ 1 ' 

181. Multiplicentur Series inventa! per u^fitque = p , 
habebuntur ifti formae 

— 1 — • + &c. = 

, p p 4 p p 9 pp ,6 pp 


• PP 4 PP 

rr 

Zp.fin.p* 
pp 4 - 


I 

2 pp' 

+ 


— i 1 L 

9 — pp « 6 — 


+ &c. =■ 


1 PP 

I 


pp 9 pp 16 pp 

.T . Sit pp = a , arejue calcentur ha? Series 

2 p. Jin. P' T ■ r<r 71 

■ 1 _j_ + S;c. = — 

» J 4 j 9 d 16 j Zu.Jin.T\a id 

1.1,1, 1,o 1 Tl/<1 

-f* — • ■ ■ “f" “I” *7 &C. = — 7— f 

1 d 4 d 9— d Iu d 2d Ia. ung . -t \ a 

Dummodo ergo a non fuerit numerus negamus nec quadratus 

integer, lumma harum Serierum per Circulum exhiberi poterir. 
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1,1 c ' 183. Per reduiffionem autem exponentialium imaginariorum 
ad Sinus & Cotinus Arcuum circularium fupra traditam pote- 
rimus quoque fummas harum Serierum affignare fi a fit nume- 
rus negativus. Cum enim fit e x ^ 1 = cof. x ~\~ V — 1 X 


fin. x & e 


; — — 1 


= cof.x — V — 1 .fin. x , erit viciffim , 


pofito y V — 1 loco x ; cof. y V — 1 = — 


- y+ f y 


& fin. 


y V — 1 = * a y — ~ . Quod fi erga a = — b & y = 

e — »</ 3 1 .gyA 

7 rV^i erit cof. ic V — b = ^ & fin. 7 r V — & = 

^ ^ ; ideoque rang. 7 r y — o = 

— ffV* — e *y* . . — h 

- n li • Hinc erit T z = 

( e -)- e v V 4 ) y 1 fin. * v *> 

— i g y a - g y — a 

e — — g y A e t ^A * w;i£f. g y A 


g y — a 


*y — b 


fin. * y 


wn?. g y 


(e * V 4 -J- e *V 4 ) *y 4 

gyA _ g gyA • 1113 cr s° not3tls > cnt 

I [ I l t , . J_ 

l b 4 -f- £ 9 -f 4 16 -f- £ ’ 2.3 

ir V 3 

( e *V 4 — f — * V 4 )a’ 

+ rF 4 + T¥~b + + &c - = 

( ^ f gyA + — gyA ) V 3 , Exdem ha; Series ^ 

24 (**V 4 e *V*) 14 

duci poflunt ex 161 adhibendo eandem methodum, qua 


Digitized byGoogle 


t 

.1 


IN DEFINI END. SUMMIS SERIER. INFIN. raj 
in hoc capite fum ufus. Quoniam vero hoc pado redudio Cap. X. 
Sinuum & Cofinuum Arcuum imaginariorum ad quantitates 
exponentiales reales , non mediocriter illuftratur , hanc expli- 
cationem alteri praeferendam duxi. 


CAPUT XI. 

De aliis Arcuum atque Sinuum cxprejjionibus infinitis. 

184. Q uoniam fupra ( 158.) denotante ^ Arcum Cir- 
culi quemcunque , vidimus effe fin. ^ = { ( 1 — ) 

( 1 — -&- ) ( I S- ) ( 1 ) & c . , & cof. 7 = 

( 1 — ^ ) ( 1 — r^ 5 - ) ( I — -*&-) &c. , po- 

* nit ' v y-zK ' ' 25 ttjt 7 v 49 irir 7 * 1 

rr* m ir * t m tt m ir / mm % 

namus ellc Arcum 7 = — , em ///2. — = — ( 1 ) 

1 n J n n nti ' 

( I — — ) ( I — -F? ) ( I — tF- ) & c. , & eo/ " X =S 

N 4 nn ' x 9 /3/z / ' 10 nn' J n 


( 4 / 77/77 \ / 4 FrlTTl \ f 4 / 77/71 v / 4 / 77 / 7 » \ n 

1 — 1 — ) ( 1 — * — ) ( 1 — J-— ) ( 1 — 2- — ) &c. . 

/1/1 / ' 9/1/1 ' v 15 nn 7 ' 49/1/1' 


Vel ponatur i /z loco n , ut prodeant lix expreffiones : 


r m it 

fin. — = 
J 1/2 

r mi t 

€0 f U = ( 


( 


4/7 n 


z/7/7! \ . l6/l/l 


r6/i/i — r 

2/1 ' 4/1/1 ' v 16/1/1 / ' 36/1/1 


) ( 


) ( 


! )&c. 


-mm . / 9/1/1 /nm ■. y / 49/1/1 //?/7i y 

1 '' 9/1/1 '' 25/1/1 ' ' 49/1/1 ' 

qusc , in Fadores fimplices refolutte , dant 

r m ir mir ,2/1 /n. ,in-f n. ,4/1 /n , , d . n m . 

f m ’ Tn ~ Tn ( — 1^-) 

/6/1 m . n • 

61T-) &c - 

Euleri Introduci . in Anal, infin. T 
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146 DE ALIIS ARCUUM ATQUE 

r m " , n m s f n -f- m s < U m s / 3 /1 -j- m s , 5 n 

C 0 J' Tii ' n ' ' n ' ' / /> ' ' / „ ) ' 


( IiL±”) &c. 

v 5 n J 


3 n 4 ' j /1 
( w m ^ ?r 


5 « 


Ponatur n — m loco m , quia efl fin. — — - = ccf. ^ & 

er, fi. — = _/?«. 44 1 , provenient ha; cxprefliones : 

f rnjr / ( r m ) - . , n -f- m . , 3 n m . , jji -j-m . 

•'* a /1 ' 2/1 ' ' 1 /1 ' ^ 2/1 ' ' 4« ' 

/ ? ri — m . , tn + n \ t> 

' <5-/1 ' ' ( » /1 ' 

w ir rx f in m N / 2 /i - 3 - /n . 4/1 /n » ✓ A n "}* "i n 

tn ' T,1 /1 ' ii ' ' I n J 1 .. ' ' C n J 


3 " 


3 " 


5 « 


/■ <• n m * »„ 

( J oCC. 


1 9 5. Cu m. igitur pro Sinu & Cofinu Anguli —■ bin.T ha- 
beantur exprelliones , fi ex inter fe comparentur dividendo , 

erit 1 — 2 .±±±JL±JL 3 L' ± & c 

— a’a’a‘4 ’4‘6‘6‘8-8’ °^ C * * 

. , ir i. 2. 4. 4. 6 . 6 . 8. 8. 10. 10. ii. 11. o n 

ideoque — = 1 &c. , quae e!t 

exprellio pro Peripheria Circuli, quam Wallisius invenit 
in Arithmetica infinitorum. Similes autem huic innumeras ex— 
preflioncs exhibere licet ope prim® exprertionis pro Sinu ; ex 
ea enim deducitur fore : 

qu® , polito ~ = 1 , prxbet illam ipfam Walusii formulam. 
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Sit 

m 

erro — = 
0 n 

r 

: Y ’ 

ob fm. 

I 

T ^ 


1 

Vi 

, erit 



y_i 4. 

4 _ 

8 8 

12 

i i 

16 

l6 n 

• — . &c, 

* 


* 3 

1 

7 9 

1 1 

‘3 

‘5 

17 

Sit 

m 

n 

1 

~ 7 j 

ob/n. -g- vr 

■ = 

I 

Y ’ 

erit 

2 L 


i jL 

6 

Ii II 

18 

18 

*4 

&c.. 

1 


1 5 

7 

11 13 

*7 

19 



Quod fi Expreffio allifiana dividatur per illam ubi — = — - 


, 2. 1. 6. 6 . to. io. 14.. >4. 18. i 3 . o 

erit v 1 = occ. 

1.). 5.7. 9. 11. 13. 1;. 17. 19. 


186. Quoniam Tangens cujufque Anguli sequatur Sinui per 
Cofinum divifo , Tangens quoque per hujufmodi Fa&ores in- 
finitos exprimi poterit. Quod fi autem prima Sinus expreffio 
dividatur per alteram Cofinus exprefiionem , erit 

m w m /in m v / 2/i -f- m . .4 n m \ /4 1 -f n, 

tang. — = ( — [ ) f ) ( - — | — ) ( - — ■ ■ — ) 

0 2/1 u in 3 n m ' ' 3/1 m' v 5/1 m ’ 

&C. , & 


m tt n m / n “f - m \ * 

cot. = t- ) ( 

2 n m ui — m ' ' 

&c. . 


I' 1 m \ / fn m . . ; /1—777 . 

1/1 *f- m ' '4 n m ' ' 4/z -f- m ' 


Simili modo autem Secantes & Cofecantes exprimentur 






JJL 


3 «• 


) (; 


5" 


^ }n-j -m 1 v 5/1 m 


( 


5 n 


5/1 -j- i 


) &C. 


/- m« n , n \/3 n v/ 3/1 \ / 5 n v 

c0 I ec * i n m ( in — 2/2 —|— /71 ^ 4/1 /71 4/1 -f- /n ^ 

( r*^— ) &c. 

v 6/1 m 

Sin autem alter» Sinuum & Cofinuum formul» combinentur , 
erit - • - 

T 2 


Cap.XI. 
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tang. 

cot. 

fcc. 


m it 

2/1 

m it 

2 n 

m it 

2 n 


cofcc. 


m ir 

2 n 


DE ALIIS ARCUUM ATQUE 


It 

m 

l(zn — 

m) •-)- m) 3(4 n m) 

&c. 

2 

n m 

Z(/ 7 -p 

m) ' z(3n m) " 4(3/1 -f- /11) 

— ^ 
2 

n — m 
m 

i(« + 
• 2.(211— 

m) 5(3/1 — in) 3(1/1 -\~m) 

■m) * a(zn -J- m) * 4(411 — m) 

&c. 

2 

n 

2 n 

1 n 4/1 4/1 

&c. 

rr 

n m 

* n -J- m 

3/1 m " 3 /1 — j— //a ?« /n 

2 

n 

2 n 

2 /j 4 /j 4/1 

&c. 

~ ir 

m 

2 n m 

z/i -j- m ’ 4 n — m ’ 4c-j-/n 


k 

187. Si loco m fcnbatur k , finiTique modo Anguli '• Sinus 
5 : Cofinus definiantur , ac per has expreffiones illa: priores) 
dividantur , prodibunt ilis formulae 


m It 
in. 

Z n 



m Z/i m 

m-\- m 

4/1 m 

4/1 -J- m 

k * 2/1 £ 

m-\-k 

Cfti — k 

<^n-\-k ’ 

/rr 2/f m 

in -f- m 

4 ^ m 

4 »/ -f- m 

n — k ’ n-\- k 

3/1 k 

’ 3« -r ^ * 

5/1 * • 


. Scc. 


r k tr 

co . 

•' z n 

cof. — 
• z n 

n kir 

IW. 

J in 


t n ‘ — m \ ( n 4-w \ / V* — ( 1"H - '» S ( jn — « . „ 

'n k > ' '■j* — ‘ t ; ^3«-+-* ^5/1— k ^ C> 

r"— zHI\ /Vi — m \ /V’ t 'i” — m \ s. c 

^ k k) '*a + k ' k ' ; 


Sumto ergo pro f--' ejufmodi Angulo cujus Sinus & Cofinus 

dentur , per hos licebit alius cujufcunque Anguli Sinum & 
Cofinum determinare. 

188. Viciflijn. igitur hujufmodi expreflionum , qute ex Fac- 
toribus infinitis condant , valores veri vel per Circuli Peri- 
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SINUUM EXPRESSIONIBUS INFINITIS. T49 
pheriam , vel per Sinus & Coimus Angulorum datorum alfig- f AH.Xf. 
nari poffunt , quod ipfum non parvi ed momenti , cum eriam- 
nunc alia; methodi non condent , quarum ope hujufmodi pro- 
dudorum infinitorum valores exhiberi queant. Ceterum vero 
hujufmodi cxprefiiones parum utilitatis afferunt , ad valores cum 
ipfius 7 r tum Sinunm Cofinuumve Angulorum ~ per approxi- 

marionem eruendos. Quanquam enim idi Factores = 

i( i 1- ) ( i — ( i — ) & c. , in fra&ionibus deci- 

v 9 ' v 49 . 

malibus non dilficulter in fe multiplicantur , tamen nimis multi 
termini in computum duci deberent , fi valorem ipfuts 77- ad 
decem tantum figuras judum invenire vellemus. 

189. Praecipuus autem ttfus hujufmodi exprcffionum , etfi in- 
finitarum , in inventione Logarithmorum verfatur , in quo ne- 
gotio Fadoruifi utilitas tanta e(l , ut fine illis Logarithmorum 
fupptitatio effct difficillima. Ac primo quidem , cum fit 7 r = 

4(1 — j ) ( 1 — ~ ) (1 — " ) , erit , fumendis Lcga- 

rithmis, / 7r / 4 + / ( 1 — y) + /( I — ^ ) + I(l — ^) + ' 

&c. , vel U=--Ir— 1 ( 1 — i) — /(1 — £) — /(1— £) 

— &c. , five Logarithmi communes five hyperbolici fu- 
mantur. Quoniam, vero ex Logarithmis hyperboligis vulga- 
res fnciie reperiuntur , infigne compendium adhiberi poterit 
ad Logarithmum hypcrbolicum ipfius 7r inveniendum. 

190. Cum igitur, Logarithmis hyperbolicis fumendis, fit 

/ ( 1 — x ) = — x — ~ — &c. , fi hoc modo 

. . 1 .? 4 

finguli termini evolvantur , erit 


Digitized by Google 


llB. I. 


150 DE ALIIS ARCUUM ATQUE 


It = /4 < — 


1 


9 

1 

i? 

1 

49 


I 

1 

I 


9' 

3- 9' 

Cs 

xt* 

(Xl< 

1 

1 

I 

— — Rr c 

ris 7 


4- XV ' 

OCCi 

1 

I 

( 


i. 49 ' 

3- 49' 

4^49* * 

— occ, 


&c. 


In his Seriebus numero infinitis verticaliter defcendendo ejuf- 
modi prodeunt Series , quarum fummas fupra jam invenimus , 
.quare fi brevitatis gratia ponamus 

^=1 +y +y + y + j;+ &c. 

B == 1 + U+-I r + j 7 + |-+&c. 

C =1 + pr + ^ 4 -^r-t-y+&c. 

E> = 1 + Y + + jr + ^ + & c ‘ 

&c. 

erit l- 7 r — l$ — (A — 1) i-(B — 1) 1 (C — 1) — ■ 

— {D — 1 ) — &c. 

4 

Eft vero , fummis fupra inventis proxime exprimendis , 

A = 1, 2.3370055013616981735431 
E = 1, 01467803160419105454615 
C = 1, 06144707664094112190647 
D — 1, 000155x790152961 1930298 
E = x, 00001704136304482550816 
I 7 = 1, 00000188584858311957590 
G = 1, 00000010914051921150010 
H = 1, 0000000131371 573791 5670 
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I = i, 00000000x58143755665977 Cap.XT. 

K = 1 , 000000000x8680769745558 

L = 1, 000000000031866775 14044 
1,1 = 1, 00000000000354071194391 
A T = 1, 00000000000039341146691 
(J = 1, 00000000000004371144859 
P = i, 00000000000000485693681 
Q = 1, 00060000000000053965957 
Jt = 1 , 0000000000000000599611 7 
.S = 1 , 00000000000000000666146 
= 1 , 00000000000000000074017 
i/' - — 1 } 00000000000000000008215 
IF'= 1, 00000000000000000000913 
A" = I , OOOOOCOOOOOOOOOOOOOOIOI 

Hinc fine tacdiofo calculo reperitur Logarithmus hyperbo!:- 
cus ipfius 7 r== 1 , 14471988 584940017414341 , qui fi mul- 
tiplicetur per o > 43419 &c. , prodit Logarithmus vulgaris 
ipfius 7r = o , 49714987269413385435116» 

191. Quia porro tam Sinum quam Ccfinum Anguli 
exprefiiim habemus per Factores numero infinitos , utriufque 
Logarithmum commode exprimere poterimus. Erit autem ex 
formulis primo inventis 


lftn.~=U + /- + /(1 — — ) /(t — FNL) + 

J in in 1 v 4/1/1 7 ’ ' 16/in' • 


/(1 — 

. 20/1/1' 


l £ 0 f.!p = l(i — 1 NL) + /(1 — + /( i — + 

^ 2/1 ' /1/1 ' 1 V 9/I/1' * V 25/I/1' 

49 /:/i ' 

Hinc primum Logarithmi hyperb^Iici , ut ante , per Series 
maxime convergentes facile exprimuntur. Ne autem praster 
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J. ncccflitatcm Series infinitas multiplicemus , terminos priores 
a&u in Logarithmis involutos relinquamus , eritque 

/ fin.^EL—hr + lm +/(in — m) + /(in -J-m) — /8 — -$ln 


mm 

m * 

m' 

„,8 

m 


16/1/1 

1. 1 6‘n* 

3. .16 '/2" 

4. 16 /2* 


mm 

m * 

m' 

m' 


3 6/1/1 

2. } 6 ‘n * 

3-3 6 V 

4. 36V 


mm 

m* 

m 5 

m* 


6 ^/in 

2. 64‘n'' 

3. 64 ‘/2* 

4. 64 V 




&c. 



l(n - 

-m) -{- /( 

«+'«)“ 

— 2 Irt 


mm 

m 4 

m* 

/n» 


90/1 

1. 9 /2’ 

3. 9 'n‘ 

4. 9V 


mm 

m 4 

m* 

m % 


isnn 

2. 25‘/2" 

3. 15’/2 S 

4. 15'/2* 


mm 

m 4 

m“' 

m* 


49/2/1 

2.49/2* 

3 - 49 ‘/i* 

4. 49 '/i‘ 



&c. 


191. Occurrunt ergo in his Seriebus lingulae Poteflates pav 
res iplius — , quae funt multiplicatae per Series , quarum fum-- 
mas jam fupra aflignavimus. Erit nempe 


Ifin . ~=lm + /(in — m) +/(in + m) — 3/n /3 



+ -F + ^ + T^ + i7 7 + &c -) 
+ i + -F + + .17 + &c> > 

+ + + I^ + 7 i I + &c -) 

+ V "F + IT- + IT' + &c> ) 

&c. 
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l cof. = / ( n — m ) — {— /( « + m ) — 1 / « 


-T<T +f + ^ + 7- + &c -) 
-5(f +-T+-F + V +&&) 
- 3 4(f + F + ^+T +& c.) 

~ 4^ ( F + V + Y + y + & c - ) 

&c. 


Serierum pofteriorum moclo ante ( jjj. 190) fumma? funt exhi- 
bita? ; priores Series quidem ex his derivari pofTent ; at , quo 
facilius ad ufum tranferri queant , earum fummas pariter hic 
adjiciam. 


1 93. Quod fi ergo , brevitatis gratia , ponamus 
- = b + ? + ir + ir + &c. 

C = r' + V + ^ r+ '^ +&C ' 
y = T* + + T" + F - + &c - 

* = jV + -^r + ir + &- + &C. 

&c. 


erunt fumriia? in numeris proxime expreffic ha? ; 

CL = O , 41113351671205660911810 

€ = o, 06764520210694613696975 
y = o, 01 589598534350701780804 
$ = o, 00391117717164811007570 
t = o, 00097753376477315984898 
= o, 00014410070471491871174 

Euleri Introduci, in Anni, infin. V 


CAr.XI. 
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ij4 D£ ALIIS ARCUUM ATQUE 

I-ib. I. n = o, 0000610388945394933191 5 

o, 00001515901115117169977 
o, 00000381471181744318008 
o, 00000095367511617534053 
o, 00000013841 8635951591 54 
o, 00000005960464831831 555 
o, 000000014901 16 141 589813 
o, 00000000371519031133986 
o, 000000000931 31157548184 
o, 00000000013183064370807 
c, 00000000005810766091685 
: O, OOOCOCCCCOI455I91 511858 
r = o, 00000000000363797880710 
V = O, 00000000000090949470177 
p = o, 00000000000011737367544 
2 = o, 00000000000005684341 8s<> 

•vj, = O, 00000000000001411085471 
&> = o, 0000000000000035 5171367 

reliqua: fumma: in ratione quadrupla decrefcunt. 

194. His ergo in fubfidium vocatis , erit 

l fn. —■= lm -\- l(in — m ) + l(in -f- m ) — 3 In-^-I-TT — /8 

— r) — i? cc-^jr) — 3 — (v— 1?) 

• — &c. 

Zco/. = / (n — /« ) + f( n + m) — 1 In 
■ (A I ) — (S — !)— ^(C — I)— &c.,. 

quoniam igitur Logarithmi / 7r & /8 damur, erit 


SINUUM EXPLICATIONIBUS INFINITIS, 

Logarithmus hyperbolicus Sinus Anguli — go° = 

Im -j- l(zn — m ) 4 + — 3 /n 



°* 9347 1 I ^ 55 ® 3 ° 435754 1 ° 
o, 16113351671x05660911 
o, 00157160105347306848 
o, 00009031844783567160 
o, 00000398179316105501 
o, 00000019415195465196' 
o, 00000001001318748811 
o, 00000000053404135618 
O, OOOOOOOOOOI914859658 
o , 0000000000016179797^ 
Oj 00000000000009097690 
o , 00000000000000516817 
o , 00000000000000019607 
o , 00000000000000001708 
O j OOOOOOOOOOOOOOOOOO99 
o, 00000000000000000005 


V 1 


Cap.XL 
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1 B U At Logarithmus kypetiolicus Cofinus Anguli ~ 90° = 


/(«- 


m 1 


7T»- 


H '* 

/72* 


n ' 
rn H 


n A 
m 1 ° 

n' Q 

m 


n“ 

m" 

— 

IT 4 ' 

m c9 


n 78 ’ 

m’ 8 


^ 8 * 

m“ 


n “ 
m’ 4 


~ 4 * 

m 14 


V" 4 * 

m’ 8 


O 

m 

m’* 


/i li * 

m» 4 
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i 4 

m 

o , 00000000000000000037 

m' e 

— . O , OOOOOOOOOOOOOOOOOOO4 

195. Si ifti Sinuum & Cofinuum Logarithmi hyperbolici 
multiplicentur per o, 4341944819 &c. , prodibunt eorumdem 
Logarithmi vulgares ad Radium = x relati. Quoniam vero 
in Tabulis Logarithmus Sinus totius ftatui 1 'olet = io, quo 
Logarithmi tabulares Sinuum & Cofinuum obtineantur , poli 
multiplicationem addi debet 10. Hinc erit 

Logarithmus tabularis Sinus Anguli — 90° = 

Im + /(1 n — m) + /(in-f-/7j) — 3 In 

9, 594059885701190 
o, 070011816605901 
o, 001 1 17166441661 
o, 000039119146453 
o, 000001719170798 
o, 000000084361986 
o, 000000004348715 
o, 000000000131931 
o, 000000000011659 
o, 000000000000701 
O , OOOOOOOOQOOOO39 


+ 

m ' 

' I?' 

n 4 ' 



Cap.XL 


N 


J 
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158 DE ALIIS ARCUUM ATQUE 
Logarithmus tabularis Cofinus Anguli ~ 90° = 
l(n — m ) + /(« + ™ ) — i/n 
10, 000000000000000 
o, 101494859341895. 
o, 003187194065451 
o, 000109485800017 
o, 000016848348597 
o, 000001480193986 
o, 000000136501171 
o, 000000011981715 
o, 000000001161471 
o, 000000000114567 
o, 000000000011456 
o , 00000000000 1158 
O, OOOOOOOOOOOOI 18 

O, OOOOOOOOOOOOOI3 

196. Harum ergo formularum ope inveniri poliunt Loga.- 
rithmi Sinuum & Cofinuum quorumvis Angulorum tam hy— 
perbolici quam vulgares , etiam ignoratis ipfis Sinibus & 
Cofinibus. Ex Logarithrais autem Sinuum & Cofinuum ptr 
folam fubtra&ionem inveniuntur Logarithmi Tangentium t 
Cotangentium , & Secantium , Cofecantiumque , quamobren) 
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SINUUM EXPLICATIONIBUS INFINITIS. 1*9 
pro his non erit opus peculiaribus formulis. Ceterum notan- Cap.XI. 
dum eft numerorum m , n , n — m , n m, &c. Logarithmos 
liyperbolicos accipi oportere , cum Logarithmi hypcrbolici 
Sinuum Cofmuumque queruntur , vulgares autem , cum tales 
ope poderiorum formularum funt indagandi. Praeterea m : n. 
denotat rationem , quam Angulus propofitus habet ad Angu- 
lum redum ; ficque , cum Sinus Angulorum femiredo majo- 
rum aequentur Cofinibus Angulorum femiredo minorum ac 
viciflim , fradio ~ nunquam major accipienda erit quam -h , 
haneque ob rem termini illi multo magis convergent, ut femiflis 
inftituto fufficerc poflir. 

197. Antequam hoc argumentum relinquamus , aptiorem 
aperiamus modum Tangentes & Secantes quorumvis Angulorum 
inveniendi , quem Caput praecedens fuppeditat. Quanquam 
enim Tangentes & Secantes per Sinus & Cofinus determi- 
nantur ; tamen hoc fit per divifionem , qua: operatio in tan- 
tis numeris nimis ed operofa. Ac Tangentes quidem & Co- 
rangentes jam fupra ( |Jj. 136 ) exhibuimus , verum illo loco 
rationem formularum reddere non licuit , quam huic Capiti 
refervavimus. 


198. Ex §j. 181 ergo primum expreflionem pro Tangente 


Anguli m 7t elicimus. Cum enim fit 


+ 


9///1 mm 


+' 


1 1 o it m • m 

- + &c. = . tau <i. — 7 r , erit tans. — 7 r = 

25 nn mm 4 mn 0 1/2 ^ in 


4 mi , 
ir ' 


nn — 

deinde fit 


■mu 1 

1 


+ 


9/1/1 ■ 

+ 


+ 


15/1«- 

. + 


- mm 
I- 


-f- &c. ). Cum 
+ &c. = 


4 nn mm ' 9 nn mm 

r— — cot. — tc , fi pro n feribamus in erit 

l mm zmn n 71 


cot, 


2 n 


n __ *• » 4 mn / 

2 . n m it ' 


+ 


+ 


4/1/2 — mm 


26 nn 


mm 


160 DE ALIIS ARCUUM ATQUE 
Lib. I. I i & c v Convertantur has fradiones , prxter 

- 30/jrj mm 1 

primas , quippe qua; facile in computum ducuntur , in Serio* 
infinitas , erit 


m 

imng. — 7 r 
0 xn 


+ ^(f n + ^ + f^+ &C -) 

+ T (f. + ^ + ^ + &C * > 

+ A ( — + -?V+-^+&C. ) 

' «r v 7 /j 1 7 n‘ 1 7 n' 1 ' 

&C. 


cor. 




i 

ir 


4 nn mm t 


— — ( -?■ + — + ^ + &C. ) 

— A ( " + 41 + + &c. ) 

TT ' O /2 1 6 /1* 6 /I f 7 

4 / m , m' , m l , « N 

— t < Fi + sv + sv + &c * ) 

&C f 


19S. At ex valore ipfius tt cognito reperitnr 
-i- = o , 318309886183790671537767916745018714 , 

deinde liic cxdem Series occurrunt , quas fupra litteris A , 
B , C , D , &c. , &«,,€, y ,§■ , &c. , indicavimus. Hi* 
ergo notatis , erit 

tang. — 7r — — . “ H . ( A — 1 ) H r X 

0 1/2 nn r — mm it n ir 7 /1 

- 1 («—O + ^.- 4 - (C — 1 ) + ^.- 4 - (D — 1 ) &c. 

tt n 7 /i 1 ir v ' n ir ' 7 

Deinde erit pro Cotangente 


cot p 
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„ m 

cot. — 7 r 
2/2 


/i 

/71 


4 /77/2 


4 / 2/2 - 


•t— 

atque ex his formulis nat® funt expreftiones , quas fupra 
( $. 13S ) P r0 Tangente & Cotangente dedimus ; fimul vero 
( Si- 137 ) oftendimus , quomodo ex Tangentibus & Cotangen- 
tibus inventis per folam additionem & fubtraclionem Secantes 
& Cofecantes reperiantur. Harum ergo regularum ope uni- 
verfus Canon Sinuum , Tangentium & Secantium , eorumque 
Logarithmorum multo facilius fupputari pollet , quam quidem 
Ivoc a primis conditoribus eft fathim. 


CAPUT XII. 

De reali Funclionum fraclarum evolutione. 

159. Jam fupra, in Capite fecundo , methodus eft tradita 
Fundcionem quamcunque fraCtam in tot partes refolvendi 
quot ejus denominator habeat Fa&ores fimplices ; hi enim 
prxbent denominatores fraCfionum illarum partialium. Ex quo 
manifeftum eft , fi denominator quofdam habeat FaCtores fim- 
plices imaginarios, fraCtiones quoque inde ortas fore imagina- 
rias : his ergo cafibus parum juvabit fraCtionem realem in 
imaginarias rcfolviffe. Cum igitur oftendiflem omnem Func- 
tionem integram , qualis eft denominator cujufvis fra&ionis , 
quantumvis Factoribus fimplicibus imaginariis fcateat , tamen 
in faCtores duplices , feu fecundat dimenfionis , reales femper 
refolvi poffe ; hoc modo in refolutione fraCtionum quantitates 
imaginari® evitari poterunt , fi pro denominatoribus fractionum 
partialium non Faciores denominatoris principalis fimplices , fed 
duplices reales a Humamus. 

Euleri Introduci, in Anal. infn, X 

\ 


Cap.XI. 


1 
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i 6 i DE REALI FUNCTIONUM 

200. Sit igitur propofita hxc Fun&io fra&a — , ex qua 
tot fradliones fimplices fecundum methodum fupra expolitam 
eliciantur , quot denominator N habuerit Fadlores fimplices 
reales. Sit autem , loco imaginariorum , hxc expreflio pp — 
2 pqq. cof.tp + qq{q FaiSor iplius N ; & , quoniam in hoc ne- 
gotio numeratorem & denominatorem in forma evoluta con- 
templari oportet , fit hxc fra&io propofita 

A + H i -f C ;* 4- P 4- E ; 4 4- ftc. 

( pp — ifjv co J- ♦ -1- « « M ) * 

ac ponatur fraftio partialis ex denominatoris Faflore pp — 

2 p q r. coti ffi + qq u oriunda hxc : - A ■ A ' , , 

J r nu rp — V37- coJ.t + ffK 

quoniam enim variabilis { in denominatore duas habet di- 

mcnfiones , in numeratore unam habere poterit , non vero 

plurcs ; alias enim integra Funclio contineretur , quam fcor- 

lim elici oportet. 


201. Sit , brevitatis gratia , numerator A j' -j- &c. 

= M & alter denominatoris Fadfor «. -f- £ q y -f- <S:c. 

= Z ; ponatur altera pars ex denominatoris Fadtore Z oriun- 

, Y • v M — AZ — aZj 

da = -r? , entque Y — 


qux cx- 


PP — iPH- cof. e ■+* m k ’ 
preffio Fun&io integra ipfius ^ e(Te debet , ideoque neceffe efl 
u t M — A Z — aZj, divifibile fit per pp — co fr + N { 7 * 
Evanefcct ergo M — AZ — a Z p , fi ponatur jp — 2 pqqx 
cof. <p qqfl= o , hoc efl fi ponatur tam \=~ ( co f-<p + 


V — i . fin. <p ) quam q = - F - ( cof. — V — 1 • f in ■ <p) i fit 

— =/, eritque q =f n ( cof. ntp + V — *• fi"- n ? )• Duplex 
ergo hic valor pro ^ fubflitutus duplicem dabit xquationem » 
unde ambas incognitas conflantes A & a definire licet. 


Digitized by Google 


; 


FRACTARUM EVOLUTIONE. 1 63 

101. FaSa ergo hac fubftitutione , aquatio M= AZ -f C a p. 
a Z ^ evoluta hanc duplicem dabit aquationem ^ 1 *' 

A + Rfi. cof. 9 -f -Cff. cof. 1 9 +/}/'. cof. 2 9 -\- &c. 0 _ 

+ (fi f.fin. p -I- Cf. fin. z?-' r Df'.fn.2?+ &c.) V — 1 V 
f A(«.+ Cf.cof.tp + yff- cof. 1 p + §■ f .cof. 39 -f- &:c . ) 

I + A ( € f.fin. p -j- yff. fin. 1 p + £ f' .fin. 39 + &c. ) V — 1 
\ + A ( «.ficofitp + Cf. cof. ip + yf'-c°f 3 V +&c. ) 

^ + A (oc f.fin. p + C f.fin. ip + yf-fin. 39 + &c.) V — 1 

Sit , ad calculum abbreviandum , 

A + Rf cof. (p +,C f. cof. i p + Df'. cof. 3 ip -f- &c. = P 

B f. fin. p + Cff. fin. i p + D f.fin. 39 + &c. = p 

et. + £/• co/.’ <p + yff. cof. i p + S" f'. cof. 39 + &c. = Q 

C f.fin. p + y f.fin. 1 9 -f- £ f'-f tn - 39 + &c. = q 

«.ficofitp + Cff. cof. 19 + y/'. cof. 39 + &c. == R 
9 +Cf. fin. 1 p + y f.fin. 39 + &c. = r 

eritque j his pofitis , 

P +• p V — 1 = AQ + AqV — 1 + a R + a r V — 1. 

103. Ob fignorum ambiguitatem ha dua oriuntur aqua- 


tiones , 


A Q + a R 

A y + A R 


ex quibus incognita A & a ita definiuntur , ut fit 

. Pr — pRo Pq — pO 

A — Qk — qR qR — (j R 

Propofita ergo fraflione — , r-r. 

per fequentem regulam fra< 5 Ho partialis ex ea oriunda 

— definietur. Pofito f = -R , & evo- 

fp — »i>?i-«y-9+j?w ? 

, X 1 
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i$4 DE REALI FUNCTIONUM 
lutis lingulis terminis , fiat ut fequitur , 


pofito f 1 

=r- «>/. 

n 

9> 

fit 

AI 

= p 

n 

i 


n 

P > 

fit 

M 

= p 

n 

=/"• c °f 

n 

P * 

fit 

Z 

= Q 

n 

f 

==/"•/« 

n 

p, 

fit 

Z 

= « 


= /". cof 

n 

P > 

fit 

l z 

= R 

f 

= J".fin. 

n 

P » 

fit 

l z 

== R 


Inventis hoc modo valoribus P , Q , R , p , q , r eruat 

* P R P R P Q — P Q 

A — Q* — qR ’ A Q r — qR* 


Exemplum I. 


Si fuerit propofita hax Furiflio fracla — , ** rrrrr^ 

ex qua partem a denomina toris Fa flore x — -j- ^ oriun- 
dam definire oporteat , qu:e fit . Ac primo qui- 

dem hicFaflor, cum forma generali pp — ?-Pq\- co f-9~F e j c l{l 
comparatus , dat p = i , q = i & cof == ~ , unde fit 

= 6o° = y. Quia itaque efl M = ^ , Z = i + 

& /= x erit 

P= * 

Q = I + cof. j- 7T = -j- ; q = — ^ 

R = cq/T y -j- cof ~ = i ; R = o. 


Ex his invenitur A = — i & a = o , ideoque frafRo 
quxfita efl — ~ ^ , hujufque complementum erit 
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FRACTARUM EVOLUTIONE. ‘165 

1 ~7 » cu ) us denominator 1 + f cum habeat Fadlores 

i+’V 2 - + {{& 1 — { V 1 t {{ > refolutio dentio fufcipi 

poteft ; fit autem <p = ~ & , priori cafu /= — 1 pofte- 
riori f ’= + 1. 


Exemplum II. 

Sit igitur propofita hxc fractio refolvenda 

1 + t + u 

{ ‘ + * V 1 + « ) (. * — * V 1 + « )’ 

Erit M= l +{ + {{»' & pro priore Fatftore habebitur 

f= — 1 , <f> = ~ & Z = 1 — f V x -)- , unde erit 

n _ . /• tt , r 2 ir V 1 1 

P = I coi. — c r 'J. — = i — 

J 4 J 4 , V 1 

y - 'ir . r Z7T vi r 

tn - 7 + 7 = vi - 

Q = r H- \'i-coj: — -h cof. ~ = 2 

y — + V*. /«• + ./&*• ~ = i 

R = — co/.-- — Vi. cof. V- — cof. — = o 
.4 4 4 

r = — fin. — — Vi. ftn. — — fin. 3 ? = — x 2 

J 4 7 4 ^ 4 

Ex his reperitur Qr — qR = — 4^1: & 

A = y ^ , & a = o : unde ex denominatoris Fa&ore 

tyi 

1 + { V 1 + hate orietur fra&io partialis ^ ' ^Ty j 

alter autem Fa&or dabit (imili modo hanc 1 ^ ' 2 ^ \ 

1 — rVi*+-« 

Hinc FunSio primum propofita = ' ; tV)V-h~) rero1 - 

lus — ' + < - V-— . ;)■,» V» + U». +Oi»V» 

1 — i-htt r + + » — iVii-tl 


vitur tn 
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B. I. 

Exemplum III. 


Sit propofita hacc fra&io refolvenda 



(* — 

Pro Fa&ore denomina toris i ^ { + {f oriatur ifla fraflio 

A t;V - »' eritque p — i ; q — i \ cof. s = A- , unde 
/=i ; M = i + i{ + ; Z = i + i{ + 3{ t *. Quia 

v uro hic ratio Anguli 9 ad re&um non conflat , Sinus & Cofinus 
ejus multiplorum feorfim debent inveftigari. Cum fit 


cof. <p = y ; erit fin. 9 = 
cofz(p = ^i fm.zq> ?= 
cof. 39 = ={± ; fui. 39 = 

hinc fit 




P == 

I 

+ 

1. 4- 

4 * 


7 

71 





15 

15 

p • 



2.-1 

+ 


_1± 

= 11 




5 


15 

15 

Q= 

i 

+ 

f 

+ 

3 - 

_7 

15 

88 

15 

<2 = 



-i 

+ 

3 - 

11 

15 

J04 

15 

R = 

± 

+ 

2. 1- 



11 

_ ' 8 


S 



J' 

»25 

»15 

R — — 

_L 

+ 

2. * 

+ 

3. 

1 '7 

_ 66 <i 


f 

2 S 

mf 

»15 

125 

jdeoque 

Q 

R — 

- qR 


514 °° 

25.125 

2138 

» 25 * 

A = 

1835 

- 113 . 

A 



540 


21 j 

l <5 

178 ’ 

A ■ 



21 34 


Ergo 

_ - 45 . 

ijS* 
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. 8 

Quare fra&io ex Faflore i r ? + {{ oriunda erit 


167 


V3’ 

Fiet 


9 ( '7 — 5 ? ) : 178 

*— fV+n * 

Quseramus fimili modo fractionem alteri Factori refpondentem ; 
erit p= 1 , q = — V3 & cof.ip=y- , ergo /= - 

M= 1 + a { + {{ & Z = 1 — ~ { + 

autem , ob cof. ® = -I— f! n , ® == X? 

r y/i J Y V? 

= l - 

cof- 39 = — i7 3 ’f in 'W = 3 yJ 

confequenter 


V 9 
* 


V I ' 3 

V* 1 1 

V 3 ' 3 ’ 

Q = 1 + — . -f + - - . — 
v 5 VJ V3 r 3 

Q = + 7J' 71 + T’ t . 

R v7 ’ vl 17' T 
R __ j_ 

V 3 " V 3 5-3 ' 3 


3, 9 

iVi __ 4V2. 

3 ^ 9 

I 64 

3 # 45 

lyi i4V? 


3 




45 


«35 


3V3* 3V3 


98^1 


'35 


ideoque Q r = q R = — i fiet ergo 

a J°° 35 . . l£? »Jt 

7 «a 178 ’ 71Z 178* 

Fraflio ergo propofoa ( , _ , , 4 +ft i + MTT^ "* U 

vitur in i <>7 — U hlH + til+iZXllIT? 

1 — ti+U ^ *+a;+3« 
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104,. Potiunt autem valores litterarum R & r ex litteris 
Q & q definiri ; cum enim fit 

Q = «fi- C ficofi<p fi- y fi'. cof. 1 p -f- $ f' . cc.f. 3 p &C. 

Q = ^ffim.rp fi- y f. fin. 1 p -fi- ff'. fin. 3 p otc. 

erit 

Q. «/p — q.fin.?=a.. cofip -fi-£/ cofiz? fi-y /’. co/3 p fi- & c. 
ideoque R =; f ( Q. cof. p — q. Jm. p ) 
deinde erit 

Q.yin.p + Q- cof.(p — s..ftn.(p -\-Qf.fin.zy fi-yjf fin. 2 p-j-Stc. 
ergo R — / ( Q. fin. p fi- q. cof. p ). 

Ex his porro fit 

Q r — Q R = ( QQ fi- Q Q ) fi fin. p 
Pr — pR = ( PQ fi- pq) fi. fin. p fi- ( Pq — r Q ) fi. coj. p 
eritque confequenter 

. PQ fi- pq 1 Pq — pQ cof. » 

QQfi- QQ QQ fi- QQ' fin. » ' 

. P Q fi- PQ 

C QQ fi- QQ ) / fin- ?' 

Quare ex denominaroris Fadtore p p — % P‘J{- c0 f p -f- qq 
nafcitur ifla fractio partialis 

(PQ fi- v q) fi. fin. p fi- ( P Q — pQ) (/ cofp — y ) 
(pp — zp q [. coj. 9 fi- ?? {{ M QQ "fi QQ )}• fin. p 
feu , ob /= ■“ , liare 

(PQ +vq)p.fin. p -(-(Pq — pQ)(p.co/?p — ) 

(RP — IPU- co fi 9 +?? ??) (QQ-t-QQJ p' 


105. Oritur ergo liasc fractio partialis ex Funflionis propo- 


Ctas 


M 


Factore denominatoris 


( pp — * p ? ?• to/: p fi- y ? « ) ^ 
pp — zp q f. cof. p + </<7 , atque litteras P , p , Q & q 

fequenti modo ex Fun&iouibus M & Z inveniuntur : 'r 

pofito 


r 


FRACTARUM EVOLUTIONE. 169 
pofito f = cof. n p , flr M = P , 

& Z — Q; 

n 

& pofito £ ,! = — . fn. n p , fit M = v j 

k Z = q: 

ubi notandum eft Funcfioncs M & Z , antequam hxc fubfli- 
tut } h..t , omnino evolvi debere , ut Iuijufmodi habeant for— 

B,aS M = A + E; + C { ' + Df + Ef + &c. , 

& Z = « + £; + y { ‘ + + <{ + &c. ; 

erirque ideo 

P — A -J- B cof. p + C II. cof. z p -j- D T. cof. 3 p -J- £tc. 

v B LL.ftn. p + C ~,.fn. zp+D E.. fn . 3 p + &c. 

Q = «. -f C J. cof p + y cof. 1 p 4 - £ cof 3 P+&C. 

— ' G “•/«• ? + V 7*/«* 1 ? + £ 3 <? + &C.. 

ao 5 . E:t prxcedenribus autem intelligitur hanc refolatio- 
r.cm lccum habere non polle , fi funciio Z eundem Fa&orem 
pp — zp q cof. p -F qq ^ adhuc in fe complectatur ; hoc 
enim cafu in squatione M= AZ -j- a Zf finfia fubfli turione 
f 1 — f n ( cof np + V — 1. fn. np) , ipfa quantitas Z cva- 
nefceret , nihilque propterea colligi poliet. Quamobrem , fi 
Functionis fradx ~ denominator habeat Fadorem ( pp — 
a pq\. cof. p + qq {{)’ vel altiorem Poteftatem , peculiari opus 
erit refolutione. Sit igitur N={pp — zp q ccf.p “F <jq {[)Z; 
atque ex denominatoris Fadore {pp — cof p -j- qq^f)' 
prientur hujufmodi dux fractiones partiales 

Euleri Introduci, in Anal. infin, - y 


a v. 
1 1 . 
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170 DE RE ALI FUNCTIONUM 
L 1 B. I. A 4- A T I » B + P? u JjJ 

( PP — Vtft* '»)■ f PP — iptycaf-t + ttVL * 

litteras conllantes A , a , B , b determinari oportet. 

xo 7. His pofitis , debebit i (ia expreflio 
M ( A -{- A \ ) Z — ( B r B 1 1 Z f pj ’ « <? ?. tnf e- —I— < 7(7 r? ) 


(PP — *-P'H- 

e(Te Fundlio integra , & hanc ob rem numerator divifibilis 
erit per denomina torem. Primum ergo haec expreflio M — 
A Z — aZj divifibilis efle debet per pp — xp q cof. cp 4 ~ 
qq n ; qui cum fit cafus praecedens , eodem quoque mada 
littera; A & a determinabuntur. 

n 

Quare , pofito f = p ~. cof n <p , fit M = P , 


Sc z = N 


& , pofito £ = Jl, u 77 tp t fit M = P ,, 

2 

& Z = N. 

Hifque faci is fecundum regulam fupra datam , erit 

« PN + pn . P n — p N cof. 3 

N + n' N* + n* * Jio. f 

PN -f- P N q 

N' -j- N' p. jui.p 

1.08. Inventis ergo hoc modo A & a , fiet 

M ( A 4~ a z } .Z eo -- . r t> 

; — ~ ■ r unctio integra , qua: fit — P ; atque 

PP 1 P 2 {• coj. ? 4- qq X f > i > Jl T"' 

lupercll ut P — BZ — bZj divifibile evadat per pp — 
co f- ? 4~ qq 11 , quo expreflio cum fimilis fit proce- 
denti , fi 

pofito f 1 = — . cof. n <p , vocetur P = JR 3 
9 n 

& , pofito q =Z — . fin. ntp , vocetur P = r ; erit 
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RN -f RN | R N C of I 

I M ■ 


171 


B , N'fn' ^ N‘tN' ‘ Jiii.f 
R.NjfcjlN q 


C A P. 
XII. 


N* -f- N* * p.fm.p 

2.09. Hinc jam generaliter concludere licet quomodo re- 
solutio inflitui debeat , fi denominator Functionis propoli ta: 
Jq ’ Fadtorem habeat (pp — ipq^.cof.tp + qqn) k : fit enim 

( PP — Z P<1{' co f- P + qq^l) k z , «a ut haec refolvenda 
fit Functio fracta 

E . 

( PP i??;- cof. 0 + qq\\) k Z 

Praebeat ergo Factor denominatoris {pp — xpq^.cof.tp -(- qqtf) k 
has partes : 

A+ A * 1 ' B -f- B; 


+ 


{pp ‘ l P9x- co/.f 4"??tf)* ( PP l P 9 \-Cofr-{-qq^l) k 


C + Ct 


+ 


D4-P? 


(pp ! «v cof. t 4- qq{(j {pp zpqi. cofp-\-qq 55 )* 3 

n 

Jam , pofito 1 = cof. n <p , fit M = M 

& z = N; 

n p n 

&, pofito 1 = - . fui. n<p , fit M = M , 

9 n 

& X = N i 


7 + 

• &c. 


^ M N 4- M N _j_ 


erit 

M n — m N cof.* 


w -r n- ~ N' 4 - n* 
M N 4 ~ MN cj_ 


' fin. t 


N‘ 4 - n‘ p. Jin.p 

^Deinde vocetur — E ^ A ' EtSlE 

PP 


— I A T A ; ) Z T>. 

lPi\.Cof.q+qqft » 3C 1 UC » 

Y X 
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polito ^ = —. cof. n tp , fit P — P , 
l n 


8c , pofito i 


fi!.. 


fin. ntp , fit P — p ; 


erit 


P N 4- p n , Pu — r N c of. 9 

® N' f N‘ ■" N‘ 4~ N‘ ’ fin. t 

Pn + fN 9 

B . N' N* p.Jin.f’ 


Tum vncptrr P + 7 ‘ — Q atque 

Tum \ocen.r ^ cof. ? 4- qq\\ ^ 

pofno i = — ^ . coj. n tf> , fit Q = Q » 

9 

& , pofito f = —. fin. np, fit Q = Q » 

9 ™ 

erit 

QN + qn , Q w — qN . cof* 

N‘ 4“ N* *" N‘ 4- N' ’ fi. 1- 0 

_ Q n + QN 7 
c N' 4- N* * p.Jin.f ’ 


Porro vocetur 


C ( C 4- c Q — __ r a tq Ut 
pp ip 9 {■ cof s 4* 99 1* 


pofito f 
& , pofito l 


cof. n 9 , fit R = R j 
fin. n y> , fit R — R ; 


erit 


^ RN + kn R n — e ^Ls 
u — N‘ 4- N' N' 4- ’ fi n - * 

Rn -f 7 

D ' N‘ + p.fin-%' 
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FRsiCTslRUM EVOLUTIONE. 173 
Hocqre mcco progrediendum eft donec ultimi fratftionis , C 
cujus denominator eft pp — c°f.<p + qq{{ > nume- — 

rator fuerit determinatus. 

Exemplum. 

Sit ifta propofita Fundtio fradta 

_L 


( 1 + H )’ ( 1 + ) 

ex cujus denominatoris Factore ( 1 + {{ ) 4 oriantur ha? frac- 
tiones partiales , 

A + A L _i_ JL+JLL- _i_ f 1 r) + d 5 

( 1 + « ) 4 ^ l * + « )‘ ^~ ( 1 + « )' * + « ' 

Comparatione ergo inftituta , erit p — 1 , q = l , cof.<p = o ; 

ideoque <p = -E ^ f porroque M = { — & Z = 1 + {*. 

Ilinc erit M = o ; m = i ; N = z; n = o, & Jln. 9=1. 

Hinc itaque invenitur 

A = — o = o , & a = 1. 

4 

Ergo A + A 1 = { ; hineque P — ' * ' = — ?' » 

& P = o , p = 1 : unde reperitur 
B = o , & d = E- 

Ergo B + b ? = , & Q = — 

1 1 . 

1 { x ? ’ 

unde Q = o & q = o , ergo 

C = o & c = o , hineque R = — 


I i 


i L 


= i" V 


1 + I 

ergo R = o ; r = — — unde fit 

D = o & d 7. 

i 


A P.' 

I I. 
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174 DE REJLI fuxct. fract. evqlut. 

Lib. I. Quamobrem fradiones quxfits funt ha: 

(7^7 + rrr+iTP “ «Tr+rrr “i- 1 ' cro frac - 


tionis numerator eft 


S — R — (P+pQ^ _ 


4 i' * ‘I 112 er s° erit = 


1 + 


f + 


no. Hac ergo methodo fimul innotefcit fragio comple- 
menti , quae cum inventis conjun&a producat fradionem pro- 
pofitam ipfam. Scilicet li fractionis 


M 


(PP — T-PU- co f- V + ‘H {{ )* z N 

inventa: fuerint omnes fradiones partiales ex Fadorc (pp — • 

L 

zpq^.cof.rp +?</{{) oriunda:, pro quibus formati funt 
valores Fundionum P, Q , R , S , T , fi harum litterarum 
Series ulterius continuetur , erit ea , qua: ultimam , qua opus 
cft ad numeratores inveniendos , fequitur , numerator reliqua? 
fradionis denominatorem Z habentis ; nempe , fi k = i , erit 
reliqua fradio y ; fi Jt = x , erit reliqua fradio ^ ; fi k =3 , 

erit ea y , & ita porro. Inventa autem hac reliqua fradione 


denominatorem Z habente , ea per has regulas ulterius refolvi 
jpotcrit. 


\ 
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C* r, 

' XIII. 

CAPUT XIII. 

Di Seriebus recurrentibus. 

111. y' d hoc Scrierum genus, quas MoiVRjtus recur- 
rentes vocare folet , h:c refero omnes Series qua: c-x evolu- 
tione Functionis cujufque fracta; per divifionem aiftualem indi- 
tura nafcuntur. Supra enim jam oftendimus has Series ira elfe 
comparatas , ut quivis terminus ex aliquot praecedentibus fecun- 
dum legem quandam conflantem determinetur , qua: lex a deno- 
minatote Functionis fradta: pendet. Cum autem nunc Fundtionem 
quamcunque fractam in alias fimpliciores refolvere docuerim , 
hinc Series quoque recurrens in alias fimpliciores refolverur. 

In hoc igitur Capite propofitum eft Serierum recurrentium cujuf- 
vis gradus refolutionem in fimpliciores exponere. 

a 11. Sit propofita illa Functio fracta genuina 

a -p & c. 

1 a\ y\' OOC. 

qute per divifionem evolvatur in hanc Seriem recurrentem 

A + + CY + Df + E{ + F { ' + &c. , 

cujus cocth cientes quemadmodum progrediantur , fupra eft 
oltenfum. Quod fi jam Functio illa fradta refolvatur in frac- 
tiones fuas fimplices , & unaquaeque in Seriem recurrentem 
evolvatur , manifeftum eft fummam omnium harum Serierum 
ex fradtionibus partialibus ortarum a;qualcm elfe debere Seriei 
recurrenti 

A + + C( -f- Z> ? ’ + E;' + F( + &c. 

Fradtiones ergo partiales, quas fupra invenire docuimus, dabunt 
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L i n- I. Series partiales , quarum indoles ob fimplicitatem facile perfpi- 
citur ; omnes autem Series partiales juuffim fumtx producent 
Seriem recurrentem propofitam ; unde L< hujus natura penitius 
cognofcetur. 

113 . Sint Series recurrentes ex fingulis fraCtoniba, partia- 
libus orti liat. 

a + + + df' 4 - e 3 * + &c. 

a' + b' { + c’x + d' f ’ + eV + &c. 

a" + h"{ + c"^ 4- dy + c'Y + & c. 

a'" + b w { + c"V? + dy 1 4- e"y 4- &c. 

&c. 

Quoniam liat Series jun&im fumtx xquales effe debent huic 

^ + C{\ + E>{' + -£{ 4 4- &c. 

necefle cll ut fit 

A = a 4~ a< + a ' ; 4* a'" 4" &c. 

B = b 4 - b' 4 - b" 4 - b'" 4- &c. 

C = c 4 - e' 4- c» 4- c'" 4- &c. 

D = d 4- d' 4 - d" 4- d'" 4- &c. 

&c. 

Hinc , li lingularum Serierum ex fractionibus partialibus orta- 
rum definiri queant coeflicientes Potellatis 3 ” , horum fiimnia 
dabit coelficientem Potellatis in Serie recurrente A-\-B^-i- 
4- 4- &c. 

114 . Dubium hic fuboriri pofiet , an, fi dux hujufmodi 
Series fxserint inter fe xquales 

A 4- jy 4- cy 4- D{’ + & c. = A 4 - B { 4 - Cj* 4- Dj’ 4- &c., 

neccfiario inde fequatur , coefiicientes fimilium Poteftarum 
jpfius { inter fe clle xquales ; feu an fit A = A ; D — B ; 

C’ = C j 
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C = C ; D = D ; &c, . Hoc autem dubium facile tolletur , 
fi perpendamus hanc squalitatem fubfiftere debere qucmcun- 
cjue valorem obtinear variabilis Sit igitur f = o , atque 
roanifefliun c!l fore A = A. His ergo terminis squalibus 
utrinque iublatis , ac reliqua squatione per ^ divifa , habebitur 
B-T-C^-\-D{ tJ r &c. = B + C^ + D^‘ + &c. ; 
unde fequitur fore B = B : fimili autem modo oftendetur efle 
C = C; D = D, & ita. porro in infinitum. 


tij. Contemplemur ergo Series, qus ex fradlionibus par- 
tialibus , in quas fraclio quspiam propofita refolvitur , oriun- 
tur. Ac primo quidem patet fradlionem t A ■ _ dare Seriem 
A -j- A/jj + A p' i + Ap'{' 4* &c. , cujus terminus 
generalis eft Ap n ; hsc enim expreflio vocari folet ter- 
minus generalis , quoniam ex ea , loco n numeros omnes fuc- 
ceffive fiubfti tuendo , omnes Seriei termini nafcuntur. Deinde 
ex fratftione ^ A ^ oritur Series A + iA/){ + 3 A/?y + 

4 A p' -f- &c. , cujus terminus generalis efl ( n i ) Ap n ^ n . 

Tum ex fradlione ; — oritur Series A -f- 3 A p: 4- 

6 A/>y + io Ap'i' + &c. , cujus terminus generalis eli 
- n ~j~ 1 - 4~ z . ) A p n y. Gencratim autem fradlio 

— - ^ prsbct Seriem hanc A -f-fc Ap* -f- ^ A p' [ + 

(i — pO* 

* ( * + 1 H * +; m a p' ^ -J- &c. , cujus terminus generalis eft 


(/i-f-Q (<i-fx) (n-f-.t) .••(" + * 0 A p n A Ex 

f. X. 3 ( k i ) r \ • 

ipfa autem Seriei progrelRone colligitur hic idem terminus ==c 

+ 1 ) , n n 


*• i- ) 

Euleri Introduci, in Anal. injin. 


A p i : haec vero 

Z 


C A t. 

X IT I. 
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L i b. I. expreflio illi eft squalis , id quod eliminatis denominatoribus 
patebit , fiet enim , 

1 . 1.3 n(«4" 0 ( n +* — 0 = i.i.j (* — i)i (*+« — 0 

quae eft squatio identica. 

ii 6. Quoties ergo in refolutione Functionum fraCtarum ad 

hujufmodi fraCtioncs partiales pervenitur , toties 

. («■ — p?r 

Seriei recurrentis ex illa Funftione fraCta orts A 4-fi{ + 4~ 

D \' + &c. , terminus generalis adignari poterit , quippe qui 
erit fumma terminorum generalium Serierum , qua: ex fractio- 
nibus partialibus nafcuntur. 


Exemplum I. 


Invenire terminum generalem Serici recurrentis , qua ex hac 
fraclione nafcitur. 

Series hinc nata eft i + °{ + 4~ 4~ 4* ioj' + 

ai{‘ -f- 42^ + 8 4* &c. . Ad coefficicntem poteftatis 
generalis z n inveniendum , fraCtio I — refolvatur in 

— ; " j. ^ » un ^ e oritur terminus generalis quifitus 


(“<— O" + -7 • x^){ n = 


2 -+- 1 71 


{ , ubi fignum + 


3 ' ’ 3 ' ' * 3 

valet fi n fit numerus par , fignum — fi n fit impar. 


Exemplum II. 


Invenire terminum generalem Seriei recurrentis quee oritur ex 
fraclione - ■ 1 7~ ^ 6 __ , feu Seriei hujus 1 + 42 + 142' 4" 
462' 4- 1462* 4- 4542’ 4- &c. 
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Ob denominatorem = ( i — (i — 3^ ) refolvitur 
fradio in has - ■ ^ + x 1 ^ , ex quibus fit terminus gene- 
ralis i. f { — l" f = ( x . 3" — x" ) f. 

Exemplum III. 

Invenire terminum generalem Seriei hujus 1 -(- 3 z -(- ^7' 

7 Z "I -112 +i8z + x 9 z + 47Z 7 + &c. , quce oritur ex 
evolutione fraclionis — — -■ z — . 

Ob denominatoris Fadores 1 — ( V * ) j & j 

T , *+ v* 

( — j — - ) { * per refolutionem prodeunt -E— 

1 — ( i±XI)r 

1— V< 

, _ . v / , ,, > unde erit terminus generalis = 


1 — ( 


r ' + V(;+' ./» , ( 1 — v? "+ 1 n 

Exemplum IV. 

Invenire terminum generalem Seriei hujus 
a -H («a -j- b) z + («' a + * b -f- Ca) z ’-)- (« 'a -f- a ' b -)- z « f a +• fb) z ' &c. , 
qux oritur ex evolutione fraclionis - a ~|~k z c • 

Per refolutionem oriuntur ha: du® fradiones : 

Z * 


C A P. 
XIII. 


I 
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L I B. I. (fl(»-f~V(ff« + 4- f )y~*~ 2 ^): i V f >« + 4 ■ c ) | 

1 z ' ' 

(a(Vfga + 4Q » ) 1 M •• »Q JjJug 

, ( « V ( “« + 4 1 ? ) \ ’ 

v 2 > \ 

■ r ■„ a ( V ( «* “1“ 4 f ) *- « ^ 1+ 1 i, y 

terminus generalis erit - yy gj _j_ - y g ^ L — — X 

/» + V(«* + 4 f )\ ll .“ i a(V(**“f*4 ir ) « ) 1 b ^ 

' - ; { 1- i V ( «a + 4 f ) * 

( e V ( «g + ^ f ) y» . ex q UO omnium Serierum recur-» 
rentium , quarum quifque terminus per duos procedentes 
determinatur , termini generales expedite definiri poterunt. 

Exemplum V. 

Invenire terminum generalem hujus Seriei i + z + zz’ + iz' + 
37* + 3 z’ + q.z“ + 4Z 7 + &c. , qiiaz oritur ex fraelione 


1 Z ZL -j~ Z : 


( I z)' t I + z )' 


Quanquam lex progrelTionis primo intuitu ita efl manifefia 

ut explicatione non indigeat , tamen fratfliones per refolutio- 

nem orto : n + — - — H i — dant hunc termi- 
ti — *) 1 — \ 1 + * 

num generalem Y( n + 1 ){ ,, + ‘^'{ ,, +"^( — 1 )" {** = 

* n - ~^~y - l , ubi fignum fuperius valet fi n fuerit numerus 
par , inferius fi n fuerit impar. 

117. Hoc pafto omnium Serierum recurrentium termini 
generales exhiberi poflunt , quoniam omnes fradliones in hu- 
jufmodi fradlioncs partiales fimplices refolvere licet. Quod fi 
autem exprefiiones imaginarias vitare velimus , fopeuumero 
ad hujufinodi fractiones partiales pervenietur 




I 
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A + Rf; . A 4- n pt . &c 

i — z p\. coj.f ppk ’ C 1 — 1 p v "/ ♦ 4- pp w )* ’ 

_A_+_?£I , ex quarum evolutione cujufmodi 

(i Z p eof. f 4* pp H r 

Series nafcantur videndum eft. Ac primo quidem , ob 
cof. n <p = i cof.cp. cof. ( n — i ) (p — cof. ( n — x) <p , fractio 
j evoluta dabit 

1 z Pl. CoJ.f. -f- pp 

A 4* 1 A p i- cof. ? + 1 A pp cof. z f -b z A />'*'■ cof. } ; 4~ z A/>y. cof.+ j 
A pp\\ -f-z Ap\'. cof. $ -+-z Ap*f. cof.it 

+ A &c. 

cujus Seriei terminus generalis non tam facile apparer. 

1 1 8. Quo igitur ad fcopum perveniamus , confideremus has 
duas Series 

P p \-fin- 9 + P -j" Pp\'.fin. 3« + Pp*1?'fi n - 4? 4" 

Q 4" QpI-mJ- * + Qp\‘.cofii? 4- Qp'\-cof.}; 4“ Qp'C-eo/. 4? + &c. 

qux dux Series urique nafcuntur ex evolutione fradtionis , cujus 
denominator clt i — P co f p 4 - pp {{• Ac prior qui- 

dem oritur ex hac fraffionc P v ? , poficrior 

i Z P z. coi. e-t-ppzz 1 


C A P. 

xi ir. 


i ipz. coJ.e-\- pp\z r 

vero tx hac - Addantur hx ditx frac- 

i — z p v tu;. 9 T PP U 

ticr.es , atque fiimma — UjL^-fzi.9 - dabit 

Seriem cujus terminus generalis erit = ( Pfin.np + QcoJ.ntp) 

n n t 1 . Fiat autem hxc fraftio propofitx ■ r - 7 

r \ i — ipi. coj.t t pp h 

xqualis , erit Q= A , & P = A cot. <p 4 ~ B cofec.tp. Serici ergo 
A 4- B n z 

ex hac fractione — V ortx terminus genc- 

i — ip\.co[. 9 + ppn & 

. A cof. e. fln. n p -f- 0 (In. n 1 4~ A (In. t. cof. n t n n 

ralis ent = p '■ — L - p r = 

fui. p • 

A /in. ( n 4“ 1 ) * 4" n t _n _n 

>. ? P \ ’ 
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J- X19. Ad terminum generalem inveniendum , fi denominator 
ffadionis fuerit Poteftas , ut ( 1 — xp^. C of. tp -f pp$\ ) k , 

conveniet hanc fradionem refolvi in duas etfi imaginarias 

2 | * 

{t (co/f + V »•/".*)«)* (J (to/t \J ’ 

quarum fimul fumtarum terminus generalis Seriei ex ipfis ortierit 

(/j4-t)(n+i)(n+?) (n-M — 1 ) , r „ _ 

~ I. J {k— i) ( co J- n 9 + v— I -fitiM <p) ap\ n + 

Oi+-A 1 ) , r . ~ . . „ „ 

T Ii ( (coj.ncp y'— 1 .fm. n <p)bp\ n . 


_ /V — i+ .e 

1 V — 1 


& 


Sit c + b =/; a — b = ", ■ * ; , ut fit a 
b = ' t — , eritque ha:c expreffio 

~ - ( k — ,) (/•cof.ntp +g.fin.n<p)p f 

terminus generalis Seriei , qui oritur ex his fradionibus 


t/ + 


i \/ — 1 £ 


(‘ — (co/ p -f- V' — i.Jin.f)pi) k (■ — (co/t — V — I.y7>i. »)/>?)* ’ 

feu quae oritur ex hac fradione una 

/—¥pi-coj:(p+ k ^ ) fp , {'.co /: 1? — k -±^^f P ' { \ co j: 3? 

* ( 1 !fv t + /V « / 

xio. Pofito ergo k = x , erit Seriei ex hac fradione 

/ 1 P \ ( f- * ?• fin. 9 ) H- po 7X ( C. roC x t fin. 1 1 ) 

( 1 -r- Z P J- cof. f T Pt> ^ )* r 

orice terminus generalis = (n + i)(f.caf.tup+g.fin.n<p)p n f. 

At Seriei ex hac fradione -r — t , f eu J, ac 

1 — ip\. cjj. t-f-pp 


1 r I 

1 j i\/ — 1 £ 
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a 1 a p 7. cof. 9 a pp rr • .. 

(T— * p v 4> + ffa)‘ ° rta! termmus - generalis eft = 
^ * p" Addantur h$ fra&iones invicem , ac 
ponatur a+f= A; ia. cof.cp + zf. cof.cp — zg.Jin.tp = — B 
& a + f. coj. 1 tp — g. fin. z p = o , hinc erit g = 

B -|- 1 A cof. » a __ A -f- B cof t A -j- B cof a „ - 

Z fin. p ’ 1 coj. 29 Z ( /in . ») • . J === 

A cof. z* B cof. » o. .. B fin. * -|- A fin. z o 

■ — ’ & e = 2I7 siT) 1 — • Hanc ob 

A -f- B p ; 


z (/in. f ) 
rem Seriei ex hac fratKone 


, ort® 


, 1 n , -Pl-co/t-tprx 

terminus generalis eft ^ fi n. ( 1» + 0 ?•/> Y+ (« + 1) * 

(B fio. fin. n ?-f- \ fin. z fii . ni- B cof -.cof. ni A cof. z i. cof n t ) 

T (fin. t ~~ X 

J * n ( ? . + !) (Atf (« + »)»+B«ig(i.+ n.l „ „ 

r 1 7 l(jtM)' P f + 

( A -f- B c of. 1 ) fin. ( n -j- T ) t n n 
z(Jm.t)' P f 

( >1 + 1 ) fa. ( 1+1 ) t i (n+ O /!n.(n-(-l\t) . n n 

1 (Jin. e )• ~~ A p { + 

(}( n + 1) / 7 n. ne l n fin. ( n + z ). ) _ „ „ 

z (fin .,) 1 a P { ♦ E ‘ l ergo 

ifte terminus generalis cjuifitus =: 

* ( " -T- 1 ) fin. ( n i ) t ( n -j- » ) fin. ( n -f- z ) « , „ „ 

4 ( Jin. « J' ' " P { + 

( " + 1 ) fin 1 1 e n. fin. + n » . 

4 j in f y lip l Seriei qu® oritur ex 

fradlione A 4 -Br 7 — — 

V 1 — Z P i • coj. t + pp ^ )* 

m. Sit k = 3 , eritque Seriei ex hac fra&ione ort® 

/—^(f.cofs—z.fin.i) + inntf' f. caf'i—g. (In Zi)— p'^'(f cof^t—g. fin. -j.) 
I 1 z P cof. t-\- pp ^)' 

terminus generalis = (J. cof.ntp +g.$n.n<p) F \ n . 


C A P. 
XIII. 


t 
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; , fu u e>: hac 


Deinde Seriei ex fraftione 

a 1 ap ». cof. t -f- a pp « 

~h b p -} cnC o -}- •* r t ort2 terminus gene- 

(1 ip^. cof.p-Jf-ppw) a 

v n. ( » + D /7*1. ( n +• 1 ) » — ('i+i)/»'i-(«+l)e . /1 n , 
rahs eft fJ IZ rf ° P ? + 

(n-l-i^ fin.nt — " . .(,+ *)• , n n Addantur hx f rac , 

tiones ac ponatur numerator = A , erit a + /= A , 
if.cof.p — 3g.fi n.<p+za.cof.<p — b=o , 3f.c0f.zf — 3g.fin.zf+a 
— zb. cof. p = o & b = f. cof. 3 p — g-fin- 3 p > hinc erit a = 
/ rofA <r- fin. < » — t/ « + t e- ft»; » g(f" T y tang.f— 

f—zfXfin.f) . Deinde repentur ^ = ^ ; „ ... xeo „ f 
&a+f— A=zg. ( fin . p )‘ fa/ig. p — ■ xfifin. p )* ,• ergo 

A ss *:f tn ’ * • ex quibus tandem oritur 

cof. e 

A(c>'It 1 cofst 1 

io (_/&*. t ) 


Z {Jin. t 

j- A f (io. <• 


8 — 


- w __ r , 16 l/««* » )’ * 

ob 16 (fin. p y =Jin. 5 p — 5 fin. 3 p + 10 fui. p , erit a — 

A f 0 /Tu. - 3 11,1. 1 ■ ) & b _ A f fin. z~.-r/in zt) Q j-fl. 

10 ( /hj. ♦ )' I£ * (/“• f J‘ 

autem 3/n.p — -/1/2.39 = 4(Jm.p)’ ; ergo Quo- 
circa erit terminus generalis ( " 1 ) y 2 ^ 

. Qfi.tn+I 1 « z fin. i n A- fin. { n -f- t ) e ) , 

A 16 {Jin.f)' ‘ 

. n n ( f n -j- I V /f<». f /1 4 ~ » ) » ( n 4 - t ) fin. ( n + 3 1 « 1 

3 * P ? 16 f )' 

A P%”_ / (» + 4) (n-f-t ) r , 1 j \ - l(n + 1 ) ( « + 5 . ) ^ 

i6(yw.»r 1. 1 J in ^ n 1 

/n. ( n + 3 ) p + ( " + ,; U ; + — } /«.(« + 5)p). 

Seriei 
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m. Seriei ergo qua: oritur ex hac fra<5bione 

A + Bpj 


I3j 


( i — i p;. cuji p •+• pp « y 
terminus generalis erit hic 

n&S? ( . (< , + I)9 _U^Mn±i} x 

/-•(« + 3) ? + >■(» + !)?) 

+ 1 6 (/,•„. »>’(“ r~J ;n - n( ? — j /«.(«-j-i)9 + 

n( n-f- i ) 

i. i /«. (n-f 4)<p). 

Atque , ulterius progrediendo , Seriei , qua: oritur ex hac fra&ione 

A -f- Bp ? 

( i — cof. » 4 -ppn y 
terminus generalis, erit hic 

_i_ / ( n + 7) ( n +6) , 

^ 64 (Jm. t )»»V T. i: J ln ' ( n + I ) <p — ■ 

ll» ± * ) m [n + -r)(n + V , ( „ + x + jfe ±l) (" + >K« + 7> . 

. 3p n JL- ( (« + <)(i. + T)(»» + 4) r „ „ 

1 64 ( fin. f y ' T. T . 5 Jin.n<p — 

/n. ( n + 4 ) 9 — ~ i ± ' ^ ( « + 6 ) <p ). 

Ex his autem expreflionibus facile intelligitur , quemadmo- 
dum forma: terminorum generalium pro altioribus dignitatibus 
progrediantur. Aci naturam vero harum expreflionum peni- 
tius inlpiciendam notari convenit effe 


A a 


C A P. 

X 1 1 1- 


Euleri Introduci, in Anal. infin. 
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fin.tp = fin.p 

4 (/'"•?)— a/ 7 "-?— f in - 3 V 
i6(fin.<py= lofm.ip — 5/73.3^4- /«49 

6q.(ftn.<py= 2^f ,n - ( P — 7 /«. 5 £ — f in -7<p 

ljdQ/Vi.f )’=I i6Jin,<p — 84//7J.3P + 36//7.5P — 9f‘n.7<p-\-Jin.yp 

&c. 

113. Cum igitur hoc padto omnes funcHones fradla: in frac- 
tiones partiales reales refoUi queant , limul omnium Serierum 
recurrentium termini generales per expreffiones reales exhiberi 
poterunt. Quod quo clarius appareat , exempla fequentia 
udjundta funt. 


Exemplum I. 


Ex fra<5Hone 


( ‘ — ? ) l 1 — « ) ( 1 — i' ) 


- — v , 1 . - * oritur ifta Series recurrens 

* \ \\ I \ "l \ \ 

1 + {+i{‘ +3{'+4i'+ 5{’+7?‘+ 8 f’+ IO { , + I5 -f’+ &c - » 
cujus terminus generalis defideratur. Fraclio propofita fecun- 


dum Fa&ores ordinata fit = 
refolvitur in has fra&iones 




+ 


qiuc 

r + 


6(1 — * y +(« — 

7 * 0 — o + «rr+7) + rrrrrfe- H,r "” P t:ma 

— 77 dat terminum generalem 1 . — 7 n = 

l « — 5 )’ ° 1. 1 6 i 

fecunda - r- dat 2_i_I 


611 — ^ 
nn -f- 3 n -f- 2 
12 
17 

7 1 


4 ( 1 — ?)' 


tertia 


i ^ 17 n i t i / \n n 

(T=T) dat ji ? ; ^ uarta t(i+o dat T (— 1 ) ? * 
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Quinta vero 9 ^ t ^ ^ comparata cum forma 

( u8 ) dat p = 1 , 9 = A = 6 o° ; 

A = H — i & B = — ~ , unde oritur terminus generalis 

1 ifii. (n-j-i)s fin.ni , S n n 4^1. (n-|- i)s ifin.m 

"* 9ji^ U ? ~ 9 X 

$Jin. ( n -f- 1 ) ifm.n ~ 

( — i ) Y = 1 1 (— 0 " {- Colli- 

gantur ha: exprelfibnes omnes in unam fummam , ac prodibit 
Seriei propofita: terminus generalis quxfitus = (— -f- ~ -j~ 

4 / 1 j . ( n + 1 ) ~ ifin. n ~ 

fi ) { ± 7 ! ± f~ f » ubl bg™ 

fuperiora valent fi n numerus par , inferiora fi n impar. 
Ubi notandum cft fi fuerit n numerus forma: 3 m fore 


4 /"• -7 ( n + 1 ) n — ifm- 7"* , „ . . 

1 = H ; fi fuerit n = 

9 — 9 

3 m + 1 fcu n = 3 m -j~ 2 , erit illa exprclfio = ~ , 

prout n fuerit numerus vel par vel impar. Ex his natura 
Seriei ita explicari poteft , ut 


A a 1 


C A P. 
XIII. 
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C fuerit 

n — 6 m + o 
n = 6 m - f- i 
n = 6 m + 2 
n = 6 ot + 3 
n = 6 m + 4 
« = 6 m + 5 


terminus generalis futurus fit 

(~ + T + 1 >V 

(S + f+i)t" 

Cn + v + fH" 

(S + t + -J)^ 

( n + t + T ) 

, nn , n , 5 \ n 

< 71 + T + H ) t • 


Sic , fi fuerit n = 50 , valet forma n = 6 77/ + x , critque 
terminus Seriei = 134 j'*. 

Exemplum II. 

Ex fraftione 1 — * ^ — oritur ha:c Series recurrens 

1 + 1 ? + 3{{ + 3{’ + 4f 4 + 5T’ + 6 { 1- 6 {’ + 7f + &c. J 
cujus terminum generalem invenire oportet. Fractio propo- 

fita ad hanc formam reducitur .■ 1 ^ ^ 


( • — \ )‘ C » + ; ) ( 1 + u ) 


qux propterea refolvitur in has fractiones partiales 

* I * 4 _ 1 1 + t TT 

O ^ 817+0 ♦(!+«)* 


? 1 L_ 

4t 1 — ? )' ^ 8(i_ 

rum prima ^ ^ f dat terminum generalem 2. L? 1 ^ j n . 

fecunda ^ 1 . dat ; tertia dat ^ ( — 1 ) n ; & 

quarta ' i — comparata cum forma 

dat p = 1 , cof. <p = o & 9 = 4-^; A = — — , 

X 4 
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B ==• + ^ ; unde fit terminus generalis = ( — ~ fm. — X 
( n + i ) tt + fin. bt) f. Quare colligendo erit ter- 
minus generalis qusfitus = ( — n + -g- ) {" + f — 
— ( Jin. y(h + i)t — fin. ~ n -n-) f. Hinc 


fi fuerit 

n — 4 m -f- o 
n — 4 m + i 
n = 4 m *f* a 
n = 4 m + 3 


erit terminus generans 


( v" + ■ )t’ 

( -f » + -f > ?”• 


Ita , fi n = 50 , valebit n = ijra + i, eritque termintis = 

39 {'*• 

214. Propofita ergo Serie recurrente , quoniam illa fra&io 
unde oritur , facile cognofcitur , ejus terminus generalis fecun- 
dum prateepta data reperietur. Ex lege autem Seriei recur- 
rentis , qua quifque terminus ex prxcedentibus definitur , flarim 
innorefeir denominator fra&ionis , hujufque Fadfores prxbe- 
bunt formam termini generalis , per numeratorem enim tantum 
coefficientes determinantur. Sit nempe propofita hxc Series 
recurrens 

A + B{ + + Ff + &c. , 

cujus lex progrefiionis , qua unufquifqoe terminus ex aliquot 
praecedentibus determinatur , prxbeat hunc fraclionis denomi- 
natorem 1 — a.% — — yf. Ita nt (it iD = « C + 

£ B + y A ; E = «. D -f- € C + y B ; F= & E + + y C ; 


C a ?. 

xni. 
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Lib. I. &c. , qui multiplicatores a, + €, +y a Muivr^o fcalam. 
relationis conllkuere dicuntur. Lex ergo progreflionis polita 
eft in fcala relationis , atque fcala relationis ftatim prxbet deno- 
rninatorem fradionis , ex cujus refolutione propofita Series 
recurrens oritur. 

115. Ad terminum ergo generalem , feu coefficientem Po- 

teftatis indefinitx , inveniendum , quxri debent denomi- 
natoris 1 — — y Factores vel limplices vel 

duplices, fi imaginarios vitare velimus. Sint primo Fadores 
fimpliccs omnes inter fe inaequales & reales hi (1 — P{)(i — ) 

(1 — r?) atque fractio generans Seriem propofiram refol- 
• A B C 

vetur in — 4 - 1 ; unde Seriei terminus 

1 — r 1 — 1 — n 

generalis erit (A p a + Bi/ 1 + C r n ) Si duo Fadores 
fuerint squales nempe q=p , tum terminus generalis hujuf— 
modi erit (( An + B ) p n + Cr" ) , & , fi infuper fuerit 

r=q=p , erit terminus generalis (An’ + Bn + C) p n f”. 
Quod.fi vero denominator 1 — ct{ — £{’ — y duplicem 
habeat Factorem , ut fit = ( 1 — p\ ) ( 1 — iq\. coj. p •] -qq{{) 

tum terminus generalis erit =(A p -j- — — ~ j- n ? ' q ){ . 

Cum igitur , pofitis pro n fuccclfive numeris o , 1,1, prodire 
debeant termini A , Cf , hinc valores litterarum A,B,C 
determinabuntur. 

11 6. Sit fcala relationis bimembris , feu determinetur 
quifque terminus per duos prxcedentcs , ita ut fit 

C = clB — GA i D = c.C — GB; E — a. D — CC , &c. , 
atque manifolium ell Seriem hanc recurrentem , quae fit 
A + B< + C( +D { ' + Ef+. + P{ + + &c. , 
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oriri ex fradiione cujus denominator fit 1 — « { - 1 - Sint C * ?. 

hujus denominatoris Fa&ores (1 — — f{)» er ' r P + - - 

q = «, & pq = £ : atque Seriei terminus generalis erit 

( A p n + B q n ) Hinc fadio /1 = 0 , erit A ■= A + B ; 

& fatfo n = 1 , erit B = Ap + B q ; unde fit A q — B = 

A (q — p) & A = -— { & B—— Inventis ailtem 

' 7 q — p p — ? 

valoribus A & B , erit P = Ap' 1 + B q" & Q = A 

■EA’ a A B -j- C A A 

. /• • 

4 ® "" — XX 


Tum vero erit AB; 


4 * 


117. Hinc deduci poteft modus quemvis terminum ex unico 
procedente formandi , cum ad hoc per legem progrefiionis 
duo requirantur. Cum enim fit 

P = A/ 4 -B ? " & Q = Ap.p n 4 - Bq.q n 
erit 

Pq — Q=A(q — p)p n & Pp — Q = B(p — q)q n : 
multiplicentur ho exprefiiones in fe invicem ; critque 
p-pq— ( p + q)PQ + QQ +AB (p 4 -?r// = o. 

At eft 

p + q — a. ; pq — £ i ( p — q)' =(p + q)' — 4/’? = 
euc — 4 C & p 1 q n = Quibus^fubftitutis habebitur 
£F*— 4- QQ = (£AA 4- aAB — BB)C , feu 
22 9 ^ /i = €" ; quo eft infignis proprietas Serie- 

rum recurrentium , quarum quifque terminus per duos pro- 
eedentes determinatur. At cognito quovis termino P , erit 

fequens Q = - *P 4 - V ((- a’ — €) P' 4 - ( B' — uAB + 

CAA) 6”) , quo expreffio , ttfi fpeciem irrationaiitatis pro fe 
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Lia. I. fert , tamen femper eft rationalis , propterea quod termini 
irrationales in Serie non occurrunt. 


118. E:t datis porro duobus terminis contiguis quibufvis 
P{ n & ' 1 commode affignari poteft terminus multo 

magis remotus X^ ln . Ponatur enim 
X=fP‘ + gPQ — A ABC 1 . Quoniam eft 
P = A p n + B q & Q = A p.p n -|- B^. q n atque 
X=Ap~ n . + B q ln ; erit ut fequitur 

fP‘ =fA'p* n + /B‘ q n + a/ABS* 
gP Q =gA‘p.p ln -f gB'quj ln + g A B «, C 1 
— /;AB£"= —A ABC" 


X = Ap- n + B q ln . 

Fiet ergo /+ gp = } r ; f+ gq = 4 r & A=-i/+g a 


unde g = &f= X P — \y At eft B ~ A = 


xB 


( P 

i A p — 

r 'i 

e. a A — 

®- ° A IU « 


■ B ? = ^fE~ P - Ergo /= T\ 

— xB r r xAC 

=tf> fcu /= 


B xAC 


AB (a«- 

- a B 


4 «) 

& 


4O J BB aAB+CAA 

jt' — A . ideociuc h = (^ c — 

S BB *AB-fCAA> la coque n B]} aA b + CAA’ 

Eritque ergo 

v (1 AC *B)P' e.A)PQ jpn 

BB aAB-f-C A A ' 

Simili vero modo reperitur 

V ( - e A — («<t — ic ) B) P‘4-(xB — *A )Q' x/te* 

a(BB a A B -f- C A A ) a # 

H:s conjungendis per eliminationem termini C n reperitur 

X = (Cj1 * n ' ) P ' 4- xBPQ AQQ 

BB aAB “j* C AA 

1x9. Simili 


DigitizocLby_Google 


RECURRE^ NTIBUS. 193 

2.19. Simili modo , fi ltatuantur termini fequentes 

A + B { + C { * + + P { n + Qf + Rf+ l + + 

Xf n + + 1 , 

erit 

Z = bb~*ab+ca a * ob *=«Q—GP, 

erit 

r 7 CC a4 P * -■}- 2 C ( — 2? ) .P p -f~ ( * P — ( — c MK>' 

^ BB *AB-+-CAA 

At eft 

Z = o.V— U, ergo r= unde fit 

K— — + :«** — «'<> 99 . Sic igitur 

porro ex X & K definiri poterunt fimili modo coefficientes 

poteftarum ; hineque ipfarum ^ n , { nJrt , 

& ita porro. 


E x e m p t u 


M. 


Sit propofita ifla Series recurrens 

1 +3{ + 4l’ + 7l' + 1 ! ? 4 + 1 8 {' + + p ?+ + &c -» 

cujus cum quilibet coefficiens fit fumma duorum praeceden- 
tium , erit denominator fractionis hanc Seriem producentis 
1 — :j — ,• ideoque et = 1 ; 6 = — 1 ; A = 1 ; 

ZJ = 3 ; unde fit BB — a AB -f- £ A A = 5 ; ex quo 
• ^ p + Vf * PP+ *>( — t ) n ) 

orietur primum _ _ — = 

^ P?— - 1 ? -- , ubi fignum fuperius valet , fi n fit nu- 

merus par, inferius fi impar. Sic, fi /1 = 4, , ob P= 11 ,.erit 
Euleri Introduci, in Ana!, infin. B b 


C A p. 

XIII. 


i?4 D E SERIEBUS 

< 2 = H + VCrni+ Jg ) = H±« = l8 . Si porro cocffi- 

ciens termini fit X, erit _Y = — — ^?y er g Q 

Poteftaris f' coefficicns erit = = 76. 

Cum autem fit Q = j L+jLL^*’ •* . ? £) erit QQ = 
3PP±io+PV(tPP-*2o) , ; deoque x _ —PP+i+PV(iPP-?-io) 

Ex termino ergo Seriei quocunque P f , obtinentur hi 

/ 4 -y iPP + 10) n+i & PP+i+P^PP+10) i n 

2 ? 2 J * 

130. Simili modo in Seriebus recurrentibus , quarum qui- 
libet terminus ex tribus antecedentibus determinatur , quivis 
terminus ex duobus antecedentibus definiri poteft. Sit enim 
Series hujufmodi recurrens 

A+Bt + C(+Df+ + r l r ' + Q { ''+' + Rf+ 1 +& c . t 

cujus fcala relationis fit « , — £ , + y , feu qute oriatur ex 
fractione cujus denominator =1 — af +£^‘ — yP. Quod 
fi jam termini P , Q , 11 eodem modo per Faftcres hujus 
denominatoris , qui fint ( 1 — p f ) ( i. — q ^ ) (1 — r{) 

exprimantur , ut fit P== Ap n Bq' -pCr 1 , Q = Ap.p n + 

B q.q n C r. r n & R = Ap.p " + B q\q n + C r\r n ; ob 
p + q + r= « , pq + pr + qr— £ & pqr == y , repe- 
rictur hac proportio 

— 14, @? R , 4 -U*+C ) Q ' 7 —{aC — y)Q' 

+ CP$ — r -K.v+eOPC-. „ __ 
-j- «7 P' 3 — 2 e y P 1 Q y 

+ yy P 1 
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• — i«B? + ( «'+ f ) ? — ( * c — V ) s< 

4 " CA) —(*C-{-)y)Afi£ C +(*>4 -Ct)AB' ' 

4“ ay A‘ 3 iCy A'B * 

+ yy A' 

Pendet ergo inventio termini R ex duobus praecedentibus P 
& <2 a refolutione xquationis cubicae, 

2.31. His de terminis generalibus Serierum recurrentium 
notatis , fupereft ut earumdem Serierum fummas inveftigevnus. 
Ac primo quidem manifeftum eft fummam Seriei recurrentis 
in infinitum extenfs squalem efTe fractioni ex qua oritur : 
cujus fradtionis cum denominator ex ipfa progreflionis lege 
patear , reliquum cft ut numeratorem definiamus. Sit itaque 
propofita hic Series 

A + Z? T 4 - C\ 4 - D( 4 - E { ' 4- E{' 4 - 4- &c.; 

cujus lex progreflionis pribeat hunc denominatorem 1 — *{ 4 - 
Cf — 4 ~ £{*• Sumamus fra&ionem fummi Seriei in infi- 
nitum squalem efTe = f V- — ■ . ex qua 

cum Series propofita oriri debeat , erit comparando ( 63 ). 

a = A 

b — B — olA 

C = C — clB 4 - GA 

d = D ■ — a.C 4 - £B — y At 

Hinc erit fumma qusfita 

A+(B — .A)x + IC — *B + cA)i' + 

* — ‘i + cr — >i 7 4- 

( D et C -|- C Z? —i — y A ) 

1 — «*4-ct‘ — + 


C K t. 
XIII. 


Bb a 
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x 33. Quod fi ergo fcala relationis fuerit bimembris ^^j P ’ 


a » — £ ; Seriei ./4 + 5 f + C {’ + -D + + P{" , 

qua: oritur ex fradfione ^ 1 fumma erit 

A + (B — — Q ? n + 1 — (& — ctQ) 7 n + 1 

• 1 — «* + f H 

At eft , ex natura Seriei , R = a.Q — £P, unde prodibit fumma 

A+ (B — *.A)i— Qy n+ ' +€P 7 n + t 

‘ — “t + 

Exemplum. 

Sit propofita Series 1 + 3{ + 4{’ + 7 {' + + P{ n 

ubi eft a. = 1 ; C= — 1 ; A = 1 ; B=y ; erit hujus fumma 

1 + H — Q'< 


> r n + 1 p.n + l 


— . Pofito vero 7=1, 
1 — 1 l 

erit fumma Seriei 1+34-4 + 7+11+ + P = 

P + Q — 3. Summa ergo termini ultimi & fequentis ter- 
nario excedit fummam Seriei. Quia vero eft Q = 

^ * pp ~— erit fumma Seriei 1 +3+4+7+1 1 +„..+ 


P = 


5 P 6 + V f t PP ±.1°) 


. Ex folo ergo termino ultimo 


fumma poteft exhiberi. 
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Li'b. I. 


CAPUT XIV. 


De multiplicatione ac divifione Angulorum. 

134. S IT Angulus , vel Arcus , in Circulo cujus Radius 
= 1 , quicunque = 3 , ejus Sinus = x , Cotinus = y 

& Tangens = t ; erit xx 4 " yy = 1 & t = Cum 

igitur , uti fupra vidimus , tam Sinus quam Cofinus Angu- 
lorum g '} ; 3{; 4{; 5 { V &c. , conftituant Seriem recur- 

rentem cujus fcala relationis eft zy , — 1 ; primum Sinus 
horum Arcuum ita fe habebunt : 


fin. 03 = 0 

fin. = x 

fm. = zxy 

Jln. 33 = 4 xj’ — x 

Jin. 4 { = 8xy' — 4 xy 

fin. = 16 xy' — izxy' + x 

fm.6^ = 31*/ — 3 rxy' -j- 6xy> 

fin. 7 ^ = 64 xy‘ — fioxy' -j- 14 xy 1 — x 

fin. = iz'd.ry’ — iyixy' -(- Soxy 1 — 8xy 

hinc concluditur fore 

in. n j = x ( i y — ( n — x ) x ’ y * + 

(n ;)(.7 4) 5 n 1 f» — 4V/7 — sV r? — 6~ ) 7 n 7 , 

1. z y 1. 2. 3 y 

(n 1) (n 6 ) (n 7) (n 8) , n 9 n 9 g, c •. 

I. z. 3. 4 ■> ' } 

Z35. Si ponamus Arcum n^ = s ; erit fin. = fn. x = 
fin. ( 7 r — s ) = fin. ( z tt 4” •* ) = f in - ( 3 w — s ) &c. , 
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AC DIVISIONE ANGULORUM. 199 
hi enim Sinus omnes funt inter fe squales. Hinc obtinemus 
plures valores pro x , qui erunt 

r s r * r r *iH ~ s r ** — “*■» r 4*+.! c 

lui. — : lin. ; lin. — ; :n. ; Jm. 1 — ! — • &c. , 

J n J n J n J n J n 

qui ergo omnes aquationi inventa; xque conveniunt. Tot 
autem prodibunt diverfi pro x valores , quot numerus n 
continet unitates , qui propterea erunt radices xquationis in- 
venti. Cavendum ergo eft , ne valores squales pro iifdent 
habeantur , quod fiet dum alterni tantum expreffiones adaman- 
tur. Cognitis igitur radicibus aquationis a polteriori , earum 
comparatio cum terminis xquationis notatu dignas prxbebit 
proprietates. Quoniam autem ad hoc xquatio , in qua tan- 
tum x tanquam incognita iniit , requiritur , pro y fuus valor 
\/ ( i — xx ) fubftitui debet ; unde duplex operatio inilituenda 
erit , prout n fuerit vel numerus par vel impar. 


236. Sit n numerus impar , quia Arcuum — + f> + 3f, 

+ 5 ^ , &c. , differentia eii z% , hujufque Cofmus= x — zxx, 
erit progredionis Sinuum fcala relationis hic z — 4x1, — x. 
Hinc erit 

/«•— { =-—* 

Jin. ? = x 

fui. 3{ = 3 X ~ 4 * 

Jin. 53 = 51 — 2.0. r + 16* 

Jin. 7^ = 7* — 5 6x’ -+• 1 1 zx’ — 6 qx' 

Jin. 9{ = 9* — nox' + 432x’ — 576*’ -J- z^ 6 x' 

ergo 

n ( nn 1 ) , , n ( nn 1 ) (nn 0 ) t 

n r = nx 5 x H » — — x — 

1 1. 2. 3 J- »• 3 - 4 - i 

n ( nn 1 ) ( nn 9 i ( nn 2? ) , * 0 ._ 

- - — - T - X -t- ecc. , 



C A P. 
XIV. 
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’• fi quidem n fuerit numerus impar. Hujufque aquationis radices 
funt/n. C ^ 4- ? ) ifin. ( ~ + {); 


8 ir 


fin. ( — + {); &c. , quarum numerus eft n. 


137. Hujus ergo aequationis 

j __ nx . n (nn »)z ' _ 

fin. n\ ~ 1. 2. ifin. n\ 


n ( in 1 ) ( nn 9 )-t' 


1. 2. 3.4. 5 fin. n? 


• + 


Jm. n\ 


, ( ubi Tignum fuperius valet fi n unitate deficiat a 
multiplo quaternarii , contra inferius ) Fa&ores funt ( 1 — ~ ) 

/iu.- x 


( 1 


concluditur fore 
n 1 . 1 


)(i — 


f in • ( + { ) 


) &c. , ex quibus 


+ 


+ 


fin ' n ' fini + >.(7+{) 

&c., donec habeantur n termini. Tum vero produ&um omnium 

- - ^ n ~ t 1 

erit + = 

m ' n 1 (-„" + {)& c. 

Ceu fin. n 3 = + a" 1 fn. {. fin . ( 7 + { ) /«. ( 7 + { ) X 
fn, (" + {) &c. • Et , quia terminus penultimus deeft , erit 

°=f in -l +/«•( 7 + ?) + 0+f in -(. 6 * + 0 & c- 

Exemplum I. 


Si ergo fuerit n = 3 , prodibunt ha: ,-equalitates 
o==/m.{ +/«•( no’ + 1) + fm. (240° + ^)=/«.^ -f- 
/n. (60° — { ) — fin. ( 60” -f { j. 
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^ [ . I i I I i ^ ^ 

Jin. fi Jin. * ' fin. ( no' 4 - ^ ) fin. { 140* -j- ) fin. XI V. ' 

1 1 

Jm. (60 5 ) Jin. ( 6o° -)- ’ ) 

fin. = — 4 fin. {. fin. ( no" + { ) fin. ( 140’ + {) — 

$fin. Jin. (60° — { ). fin. ( 60* + 3 ). 

Erit ergo , uti jam fupra notavimus , 

fin. ( 60“ + { ) == fin. f 4 - fin. ( 60 ° — { ) & 

3 cofic. 3 j = cofic. { 4“ cofic. (60" — ^ ) — cofic. ( 60" + { ). 

Exemplum II. 

Ponamus efle n = 5 , atque prodibunt hae aequationes : 
o — fin. 1 + fin. ( -j- 7T + { ) + /n. ( -^ 7T + { ) + 

fin. ( T 4“ { ) + fin. ( y fr + { ) 

feu o = fin. { + fin. ( y tt 4" { ) + fin. {~ir — {) — 

fin. ( y -n- + { ) — fin. ( y -n- — f ) 

feu o = fin. 1 + fin. (-j7t — { ) — fin. ( y 4 - f ) 4 * 

fin. ( y -n- 4- { ) — fin. ( y tt — { ) 

deinde erit 

< . _ _J i l ' 

Jin. 5 ? fin. \ Jm. ( f it ? ) >1. (, j «r 4 " O 

1 q £ 

Jin. ( f it \ ) /">•(. j * 4 ^ ? ) 

fin. 11= 16 fin. f. fin. ( y tt — f ) /«• ( y w 4 * { ) X 
/«• (jt — f ) fin. ( y vr 4 - { )• 

Euleri Introduci, in Anal. infin. C c 
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Exemplum III. 


Hoc modo , fi ponamus n = i m + i , erit 
o=fin. i +fm. + {)—/«.( + 

/«• ( J + I ) +fi n ' ( ? — { ) — /»• ( £ + { ) — ± 

Jin.(f7r — { ) + fm. ( ~ 7T + { ) 

ubi figna fuperiora valent fi m fit numerus impar , inferiora 
fi fit par. Altera axjuatio erit hsc 



» 

T ) /"•(“+?) 



+ 


I 

f‘ n - ( t + * ) 


+ 


I 



I 

>• ( v + o 



+ 


I 

/«•<? + !) 


qux ad Cofccantes commode transfertur. Tertio habetur hoc 
produdhim : 


fin.n^-= i m ftn. f. Jin . ( 7 ~ { ) /«• ( ^ + ? )/«• ( ~ — {) X 

~ + 7 ) f in ' ( V — { )/«• ( 3 « + {) X 

fin .r-r-of^r~ + o. 


238. Sit n nunc numerus par , & quoniam efi y=V(i — .xx) 
& cof. *1 = 1 — zxx, ita ut Seriei Sinuum fit fcala rela- 
tionis , ut ante , 2 — q.xv , — 1 , erit 
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fin. o ^ = o 

jin. 2 { = 2x V ( 1 — xx ) 

fin. 4 1 == ( 4 x — 8 x' ) V ( I — xx ) 

fin. 6 ^ = (6* — 32 x' + 32 x' ) V ( 1 — xx ) 

Jin. 8 { =5 ( 8x — 8ox' + i^ix’ — n8x T ) V ( * — xx) 

& generaliter 

r r n(nn 4) 1 . n (nn 4)(n/» 16) < 

>•'!?=('’, l 7 T} X + 2. 3! 4- 5 * — 

4K „_ l6) ^ n __. 6) ^ + + ^— » x „_, } v (i _ xx) 


C A P. 
XIV. 


x x M 


— — xx + — ( /tn. n 7 )’ = 

2 /J — 1 1 l/I — 2 ■ ' 


1. 2. 3. 4. 5. 6. 7 
denotante « numerum quemcunque parem. 

239. Ad xquationem hanc rationalem efficiendam fumantur 
utrinque quadrata , ac prodibit hujufmodi aquatio 
( fin. n^)‘ = nnxx -f- P x' -J- Q x‘ + . . . . — ifi 1 
feu 

2 " 2 

cujus aequationis radices erunt tam affirmativae quam negativas ; 

Scilicet + fin. 1 ; ± fin. — { ) ; ± fin. C~ + O i 
+ fin. ( ^ f ) ; + fin. ( ^ + { ) &c. Sumendo omnino 

n hujufmodi expreffiones. Cum igitur ultimus terminus fit pro- 
cludam omnium harum radicum , extrahendo utrinque radicem 
quadratam erit 

fin.n { = + i n ~ ' fin. ?. fin. ( ~ — ? ) fin. ( ^ + {) X 

fin. ( LL — j ) ; ubi , quibus cafibus utrumvis fignum 

valeat , ex cafibus particularibus erit difpiciendum. 

Exemplum. 

Subfiituendo autem pro n fucceflive numeros 2,4,6, &c. 
& eligendo n Sinus diverfos erit. 

C c 2 


\ 


d by Google 
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— ' - - 1 - f‘i. 1 { = 2./«- {•/«• ( Y — f ) 

f in - 4? = 8 ^ — {». (-^ + {)_/"»• (-■ — ?) 

fin. 6$ = 31 fin. i.ftn. (f — ?)/"•( i + ?)/"•( 7 — { ) * 

/"• ( ¥ + x 7 ) /"• < 3 f ~ f ) 

fin. 8 { = 1 x% fin.^.fm. ( — f)fn. ( £ + {)fn. (~ — {)X 

fi- ( ^ +?)7' n - ( 8 T — {)/«• ( 3 8 T + {)/«• (“^ — {)• 

140. Patet ergo fore generatim 

fin.n^T= x n 1 — $ fin. (^+^.)fn. — ? )X 

fi. ( v + { ) fin- (” — { )fn. -fn. (-- t — 1 ) 

fi n fuerit numerus par. Qtiod fi autem fixe cum fuperiori , 
ubi/i erat numerus impar , comparetur, tanta fimilitudo adefle 
deprehenditur , ut utramque in unam redigere liceat. Erit ergo, 
five n fuerit numerus par five impar , 

fi - n { = ^'fi-l-fi - ( - J — \)-fi- ( T + f ) fi*- ( T — l) * 
f n -Ci + 0 fi- ("— 0f n - + f) &c - 

donec tot habeantur Fadlores , quot numerus n continet uni- 
tates. 

141. ExprdTiones iflat , quibus Sinus Angulorum multiplorum 
per Faclores exponuntur , non parum utilitatis afferre poffunt 
ad Logarithmos Sinuum Angulorum multiplorum inveniendos , 
itemque ad plures expreffiones Sinuum per Faflores , quales 
fupra ( Jj. 184. ) dedimus , reperiendas. Erit autem 




igitizeal 
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C A P. 
XIV. 


10 $ 

f,n. i= ifin.i 

fin.xi— xfin. i-fin. ( ~ — {) 

— <fc/rn. {./*.(-? — 0J!n.(j + {) 

fin. ^=i6fn. { .fin .(^ — +{)/«•( y — f)X 

/«•(7 + {> 

// 1 . (5 ? = yifm.i.fin. ( -y —{)/"•( T +{)/«•(? — {) X 

/«•(? +{)/«•(?—{) 

&c. 

141. Cum deinde fit * = 1 co/i n { , Cofinus Angu- 
lorum multiplorum fimili modo per Fa&ores exprimentur : 

cof. 1 = 1 fm. ( y — f ) 

cof.%i= xfin.(~ — f ) { ) 

cof. 31= 4 fin- ( -f — { ) fin. ( £ + f ) fin. ( £ — f ) 
cof^i= 8fn.( g — {) /«.( 7 + {)/«• ( J — {)X 
/"•(¥+?) 

cof 5 { = 16 fn. ( { ) pn. ( ^ + { ) fin. (J|— ?)X 

/*•(£ + f )/"•(£-“*) 

& generaliter 


'v ^ - 
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- "/«{«i' 1 — { )y? fl .(^ + 7 )/ n .(g_ f)x 

f in - + O f tn - C~ — {) &c. , 

quoad tot habeantur Fa&ores quot numerus n continet uni- 
tates. 


143. Eaedem exprelfiones prodibunt ex confiderarione Co- 
finuum Arcuum multiplorum; fi enim fuerit coj'. ^ = y , erit 
ut fequitur 

cof. 04 = r 
cof.i; = y 

COJ. = zyy 1 

C0f _ 3y 

C0 J- 4{ = hy — 8yy -)- 1 

co f- U = l6 y’ — aoy' -f- jy 

coj 6 { = 3 iy‘ _ 4 8y’ + l8 y>r _ x 

C0 J’ 7 { = 64/ — my' + ?6y* — 7 y 

& generaliter 


co/Tnf == i" 1 y" — i" ? y " — 1 »(» — l) )i; 

l" 1 y" 4 n _( " 4 ) ( n O n 7 n 6 

J 1. 1. 3 y 

— ?)(« — <5)(n — 7 ) n — g n — 8 

- i y — &c. , 


+ 


cujus aquationis , cum fit cof n ? = cof. ( z tt n 3 ) = 

co/Cxtt + «T) = co/.( 4 7r + «{) = cq /:(6 7r + « { )&c., 
erunt radices ipfius y h® : co/ ? ,• cof.(- + 7 ) { ccf (& + *); 

Sit ^ n — *- p 

co f- (^i?) > quarum formularum tot diverfae funt pro 

y eligendae quot dantur ; dantur autem tot , quot n continet 
unitates. 
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144. Primum igitur patet , ob terminum fecundum deficicn- C a 
tem excepto cafu n = 1 , fore fummam harum radicum om- 
nium = o. Erit ergo 

o —cofii + cof.C ? — {) + + ?) + c0 /(** — {) + 

+ {)-+- &c. , 

fumendo tot terminos quot n continet unitates : luse autem 
squalitas fponte fe offert fi n fit numerus par , cum quitis 
terminus ab alio fui negativo definiatur. Contemplemur ergo 
numeros impares, unitate exclufa , eritque , ob cof, v = — 
cof. ( TT — v ) , 

o — cofi — co/.'( - j — {) — cof {- j + { ) 

0 = co f-{ — «>/(y — {) — C0 M j+0 + co f-(j — {)+ 

cof.(j +{) 

O — C0f.\ Co/( y ? ) Co/(i + ?) -f C0/.( y f) + 

co f-Cj +{) — C0 My — 0 — "/( J + 0 

& generaliter , fi fuerit n numerus impar quicunque , erit 
° = cof.{ — co/.(^ — ?) — cq/T(-£ + { ) +co/( 1 - r — ? ) + 

«/•(“ + O—rf-0 *— +{)+ 

«>/( ~ — {) + <•<>/( ^ ^ ) — &c. , 

fumendo tot terminos , quot numerus n continet unitates : 
oportet autem n effe numerum imparem unitate majorem , 
uti jam monuimus. 


io8 DE MU LTIP LIC ATIONE 

245. Quod ad produ&um ex omnibus attinet, varis qui- 
dem prodeunt expreliiones , prout n fuerit numerus vel im- 
par , vel impariter par , vel pariter par : omnes autem com- 
prehenduntur in expreffione generali ( $. 242 ) inventa , ft 
finguli Sinus in Cofinus tranlrnutentur : erit 1'cilicet 

cof { == 1 cof { 

cof.xi= rcof.{~ +{) cof^-—^) 
co f 3\ — 4 cof ( T + { ) cof ( T — f ) co f- 1 
c°f 4{ = ^cofC^ + O co / ( V — ?) t-0 /-( Y + ?)X 
cof.d-O 

cof.n = i6cof.C^ + t) co f.{\l — i) «£(£ + 0* 

cof. ii 

& generaliter 

cof m = x" -1 cof ( 7T + { ) cof ( { ) X 

c °/ ( "rr 1 ^ ^ ( ~ ^ ) x 

cof ( T? T + ? ) co / : ( 1? ^ ) x 

( "-=? 2 T 4- { ) &c. , 

fumtis tot Fa&oribus , quot numerus n continet unitates. 

24 6. Sit n numerus impar , atque aequatio incipiatur ab 
unitate , erit o = 1 4I — 4- &c. , ubi lignum fuperius 

valet ft n fuerit numerus impar formae 4 m + x , inferius 
ft n = 4 m — 1. Hinc erit 

+ 
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+ -i- = _I_ 

a>f. \ coj. { 

7 l 


cvj. 3 3 


coj: i 


coj: ( - — ? ) C0j:( y + l) 

+ <«C|< — — „/(Z +!) 


+ 


+ 


cof.c-^-i) coj: + { ) 

& generalit r , pofito /i = i m i , erit 


n 2 m-j- 1 

« 2 /. «3 coj. (im-j- l ) ; 


+ 


°J'-(—TT+0 CO A^T {) 


co f- ( + {) “>/ ( ^ { > 


+ 


Cof-C^TC+O coj: ( n ~~- 7T 

m — i &C. 

C0f. ( — ^- J 7T + f) 

Tumendis tot terminis , quot n cor.tinet unitates. 


{ ) 


C A p. 

XIV. 


147. Cum ergo fit = fec . v , hinc pro Secantibus 
infignes proprietates deducuntur , erit nempe 

y?c. {=fec.f 

3 f'c. =/rc. ( j + {) + A. (-j — { ) — fec. ( ~ + { ) 

5 ?= yjc.( + ? )+/c.(y — {) — >cc.(y + { ) — 

• {)+A.(°;+ { ) 

Euleri Introduci, in Anal. infh. D d 
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I 7 fec. 7 i =fec. Oj+0 +fic. ( y — { ) — fec. ( y + { ) — 
A-Cy — t) — f ec '(y + {) +fic. ( y — {) — 

J“.Cj + 0 

& generaliter , pofito n = 2 m + 1 , erit 


:/fC. 

( 

m 

n 

7 r 

+ 0 

+ fec. 

( 

m 

n 

7T 

0 

— 

fec. 

( 

m 1 

n 

7T 

+ 0 


fec. 

( 

m 1 

11 

7T 

{ ) 

+ 

Jec. 

( 

m 1 

n 

7T 

+ 0 

+ fec. 

( 

m 2 . 

n 

7T 

{) 

— 

fec. 

( 

m — ) 
n 

7T 

+ {) 

— 

■fec. 

( 

m 3 

n 

71 

{) 

+ 

fec. 

( 

m 4 

n 

Tt 

+ {) 

+ 

... 

• • 


• +fcc- {• 



148. Pro Cofecamibus autem erit ex $j. 137 ; 
cofec. j = cofec. ^ 

3 cofec. = rq/rc. f + co/rc. ( ~ — {) — cofec.(~ + ^ ) 

5 co/rc. j f = co/cc. j -f- cofec. ( y — {) — co/rc. (y + f ) — 

cofec. ( y — {) + coJec.(j + { ) 
y cofec. 71 — cofec. { + cofec. ( y — f) — cofec. ( y + {) — 

cofec. ( y — {) + co/rc. ( y + {) + 
cofec. ( i? — ? ) — cofec “b { ) 

& generaliter , ponendo /i = in + 1, erit 


D^n^jiiU^^C^iiagle 
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n.cofcc.ni — cofcc.{ + cofec. ( f) — cofec. (-^ + j) — 

cof ec . ( ip— {) + co/Jc. ( ^ { ) + 

( JJT_ ? ) _ C o/?c. (*p + {)— > 

+ co/ec. — {) ± cofec.C~+j) 

ubi figna fuperiora valent fi m fuerit numerus par , inferiora 
ii m fit impar. 


X49. Cum fit, uti fupra vidimus, co/Tn^+V — 1 ,fin.n^=. 
( cof. { + V — i-Jtn.O"’ erit cof = 

V — ' ■ r,n. T )" ■ +• ( cof. t — V — I ■ fin. ; ) n ; f in , n l - =t 

( ‘°r t + V '■ fin. \ ) n ( cof. ? V 1. fin. T ) n - 

1 V 1 . 

( co/r T 4 - V t- fin.\ ) n ( cof.\ V 1. fin. 7 V 1 


tam. 


n l = 


("A 4 V — 1 fi n - \) n V — i+Uo/ ? — y — i.yj/i. — 1 * 

Ponamus rang. { = = t , erit tang. n j = 

( , 4 - rV — 1 V* — ( 1 — r V — 1 V* , 

7 ; ' : > unde oriuntur 

(14-rV — l ) n V — * 4 -(» — «V — 1) V — 1 

Tangentes Angulorum multiplorum fequentes 


tang. ^ = r 


tang. aj = 
ra«g. = 
tang. 4^ = 
Mng. 5 f = 


1 — rr 
3 r — f' 

1 — 3 « 

4 t — 4 r 1 
1 — 6 te 4- r* 
f t — iof' 4~ t' 
1 — io «-f {r 


D d 2 


C a r. 
XIV. 
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^ 1 B ~ & generaliter 

m n'n-i)(n-x) ^ , o- c 

’ ’ ? ~ I. 1. ?. 4. ? 


M77g.n{ = - 


1 . 1 . 


n ( n « ) 


tt 


n(>i 


-1 1 (rt — l ) In 


I. 2. 


3 - 


*r 4 — &c. 


Cum jam fit tang. n^ = tang. ( tt -\- n^)-=tang. (nr + n{)= 
tang. 3 -tt + ) &c. , erunt valores ipfius t , feu radices aequa- 

tionis , hae, tang. {;tang.(~- f ^ ) ; tang . (—+{); tang. ( £ + { ) ; 
&c. , quarum numerus eft 12. 


150. Quod fi aequatio ab unitate incipiat, erit 

0 _ J "t n(n Qff , n(n Q (n i )r’ , &c 

tung.n\ l. x ' 1. x. 3 tang. 

Ex comparatione ergo coefficientium cum radicibus , erit 

n.cot.n^=cot.i + cot.(^ + {)+«>*•(— -+* cof.( +{) + 

cot • ( ^ + \ ) + + cot ■ ( ' L= jr f + ? ) 

deinde erit fumma quadratorum harum Cotangentium om- 
nium = ” — r — n , fimilique modo ulteriores Potefia- 

(/»«• n?) 1 

tes poffunt definiri. Ponendo autem loco n numeros definitos , 
erit. 


COt. £ = cot. { 

ICOf. 1\ = cot. f + COt.X — + { ) 

JCOt. 3 { = cot. I -f cot. ( ~ + { ) + cot. ( y + { ) 

4C0f. 4^ == cot. \ + cot. (“ + {) + cot. ( ~ + ? ) + 

«*-<7 + i) 
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5 cor. 5 7 = cor. 7 + cot. ( y 4- 7 ) + cot • ( y + 7 ) + 

cor. ( y + 7 ) + cot. ( ^ + 7 )• 

151. Quia vero eft cot. v = — cot. ( 71 v ) , erit 

cot. 7 = cot. 7 

2. cot. 2 £ = cor. 7 — cot. ( ~ — 7 ) 

3 cor. 3 \ — cot. 7 — cot. ( — 7 ) + rof - ( ^ + ?) 

4 cor. 4 7 = cot. 7 — cor. ( ^ — 7 ) + cor. ( y 4- 7 ) — 

cor. ( ^ — 7 ) v 

5 cor. 57 = cor. 7 — cor. ( y — 7 ) + cot. ( y- + 7 ) — 

cor. ( y — 7 ) + cot • (y + 7) 

& generaliter 

n. cot. n 7 =*= cot. 7 — cot. ( ~ — 7 ) -f- cor. ( ~ 4- 7 ) — * 

cor. ( y — 7) + cor. ( y + 7 ) — 

cot. ( — — 7 ) + cot. ( ^ 4- 7 ) — 

&c. 

donec tot habeantur termini , quot numerus n continet uni- 
tates. 

252. Incipiamus aequationem inventam a Poteftate fumma , 
ubi primum diftinguendi funt cafus , quibus n eft vel numerus 
par , vel impar. Sit n numerus impar, feu n = 2 m 4 - 1 , erit 


C A p. 

x i v. 
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L i b. I. t — tang. % = o 

t ' — 3tt.1ang.31 — 3t + tang. 31 = o 

t' — 5 t\tang. 5 { — ior' -j- ion. tang.j{-{- jr — tang. 5{=o 

& generaliter 

t n — nt n \ tang.n{ — tang.n ^ = o 

ubi lignum fuperius — valet , fi m fit numerus par , inferius 
+ fi m fit numerus impar. Erit ergo ex coefficiente fecundi 
termini 

tang. 1 = tang. j 

3 tang. 3 { = tang. 3 + tang. ( ~ + { ) + tang. ( ~ + ? ) 

5 taag. 5 T = 7 + tan S- (j + { ) + tang. ( y + { ) + 

tang. ( *r + { ) + tang. ( ^ + { ). 
&c. 

2.53. Cum igitur fit tang. v == — tang. ( 7r — v ) , An- 
guli re&o majores ad Angulos reclo minores reducuntur , 
eritque 

tang, 1 = tang. f 

3 tang. 3 j = rang. ? — tang. ( y — 7) + tang. ( ~ + { ) 

5 tang. 5 1 = rang. ? — rang. ( — — { ) + rang. ( — + { ) — 

tang. ( y — 7) + tang. ( y + 3 ) 

7 tang. 7{ = tang. 7 — rang. ( y — { ) + tang. ( y + 7 ) — 
tang. ( y — 7 ) + tang. ( y + 7 ) — r 
( Ir — 7 ) + tang. ( 3 ? - + ? ) 
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& generaliter , fui = im + i, erit 

n. tang. n{ = tang. { — tang. ( -j- — { ) + tang. ( ~ + ^ — 

tan S- ( V — T ) + wn * ( V + 0 — 

tan s-(~ — ?) + ' — 

tang. ( ™ — ? ) + tang. ( ^ + { )• 

2.54. Tum vero produfhim ex his Tangentibus omnibus 
erit = tang. n^ , propterea quod per fignorum negativorum 
numerum alternatim parem & imparem , fuperior fignorum 
ambiguitas tollitur. Sic erit 

tang. { = tang.f 

tang. = tang.{. tang. (y — {). tang. ( j- + { ) 
tang. 5 j =tang.{. tang . (y — j). tang. (~ + { )• tang.(~ — {) X 
tang.(—+i) 

& generaliter , fi n = x m -f- 1 , erit 
tang. n^—tang.^tang. (-£ ? ). tang. (-f- + {)• ffln £- ( V — {) X 

wn S-(y *) * 

ra„g.(^- ? ). Mn g.(^ + I ). 

£55. Sit jam n numerus par , atque , incipiendo a Poteftate 
fumma , erit 

tt -f- 1 1 . cot. — 1 = o 

t' -f- 41'. cot. 4 1 — 6 u — 4 1. cot. 4f + 1=0 
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ai 6 DE MULTIPLICATIONE 
L t b. I. & generaliter , fi n = z m , erit 

t n + nt 1 I .cof.«{ — + 1 = ° 

ubi fignum fuperius — valet fi m fit numerus impar , inferius 
_t_ fi m ftt par. Comparando ergo radices cum coefficiente 
fecundi tertnini , erit 

— z cot. z{ = tang. i + tang. (-£+{) 

— 4 cot. 4{ = tang. f + tang. ( ~ + { ) + tang. ( ** + { ) + 

tang.C~ + 0 

— 6 cot. 6 1 — tang. j -f- tang. ( -g + { ) + tan S ■ ( $ + { ) + 

tang- ( ¥ + 0 + * C V + C ) + 

tang. ( 5 6 * + { )• 

&c. 


15 6 . Cum fit tang. v = — Wng. ( 7r — v ) , fequentes 
formabuntur aequationes 

i cot. Z{ = — + tang. ( y — {) 

4 cot. 4j = — «n^.{ 4 - tang. i ~ — {) — tang. ( ^ + {) + 

tang.Cl — O 

6 cot. 6 1 == — tang.i + tang. ( |- — {) — tang. (*+{) + 

tang.(~ — l)’—tang.^ + {) + 

tang.Cg — {) 

& 




\ 
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& generaliter , fi n = 2 m , erit 

cot. n{ = — tang. ; + tang. ( ~ — ? ) — tang. (^+{) + 

t a nS-C~ — 0 — t ‘ ln S-( 1 T +0 + 

tan g, ( 11 — ? ~ + ; ) + 

tang. ( - — ; ). 

257. Per has formas iterum ambiguitas procludi ex omni- 
bus radicibus deftruitur ; eritque idcirco 

1 = tang. ;. tang. ( ~ — ;) 

1 = tang.;. tang. (j — { ) tang.(-j + ;) tang. ( ~ — ;) 

1 == tang.;. tang. — {) tang.(~+;) tang. ( -g — ;)X 

tan S-C~i + {) tang.Cg — ;) 

&c. 

Harum vero aquationum ratio ftatim fponte in oculos incur- 
rit , cum perpetuo bini Anguli reperiantur , quorum alter eft 
alterius complementum ad redum. Hujufmodi ergo binorum 
Angulorum Tangentes produdum dant = 1 ; ideoque omnium 
produdum unitati debet efle aequale. 

258. Quoniam Sinus & Cofinus Angulorum progrefiio- 
nem arithmeticam conllituentium Seriem recurrentem prxbent , 
per Caput praecedens fumma hujufmodi Sinuum & Cofinuum 
quotcunque exhiberi poterit. Sint Anguli in arithmetica pro- 
grefiione 

a,a-\-b,a-\-xb,a-\-^b,a-\-t;b t a-\-^b, &c. 

& quaeratur primo fumma Sinuum horum Angulorum in infini- 
tum progredientium ; ponatur ergo 

Eulcri Introduci, in Anal. infin. E e 



Digitized by Google 


ii8 DE MULTIPLICATIONE 

L [ B. I. / = fn. a -j- fin. ( a -(- b ) fin. ( a 1 b ) J -fin . ( a -|- 3 b ) -)- &c. 

& quia hxc Series efl recurrens , cujus fcala relationis eft 
^ cof. b , — 1 , orietur haec Series ex evolutione fraiftionis , 
cujus denominator eft 1 — if. cof.h + polito 1. Ipfa 

c cv •. fn. a-{-; ( fin. I i» —f— A 1 - 

vero fractio erit =- , -< — — 


i fin. a. c"f. b ) 


fa&o ^ = 1 , erit 

Jtn a fn. (g — b) 


1 i*. coj. b -f- ^ 

77)1. a -j- fn. ( a -{ -/’) ■ 


quare , 


1 fin a. en r . b 


i 1 cof. b 


/(,— > ob *-fin.a.cofb=fn.(a + b)+fn.(a — b). 


Cum autem fit fin.f — fin. g = r cofA-^-S .f n f-— 

fin. a — fttfa — b)=icof(a ~b) fn. b: & 1 — cof.b-. 

1 ( fn . — b)‘ , unde erit s = 

2 ' ’ ijm.ib 


erit 


159. Hinc itaque fumma quotcurque Sinuum , quorum 
Arcus in arithmetica progrcflionc incedunt , aflignari poterit ; 
quxratur nempe fumma hujus progreflionis 

fin. a -\-fin. ( j -f- b ) -\-fin. ( J + *b) ~hfin- (a + )l>, -r +fin. (a + «<’)• 

Quia fumma hujus progreflionis in infinitum continuat* eft 
—\fj ~ j , — , confiderentur termini ultimum fequentes in 
infinitum hi 

fin. (j-f-(n+ 1 )b)-\-fin. (a +• (n -f-2 )b ) -\~fin. ( a + ( n -f- 3 ) i) -}-&c. 
quia horum Sinuum fumma eft = '”"j ~ , fi haec a 

^ 1 Jtn. J b 

priori fubtrahatur , remanebit fumma quxlita. Scilicet, fi fuerit 

y=zfm.a-\-fin. (a-f- 4 )-H/ 7 a. ( “f - 2. A ) -f— -j- fin. f j-\-nb ) , 

er ' lt j __ cof ( n ' * ) cof- ( a + ( n 4~ ' ) f> ) . .. 

2 fin. i b 

(in ( J ~t~ 5 n 6 ) fn. ' ( n -f - 1 1 b 
fin. i b 
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AC DIVISIONE ANGULORUM. 119 

ido. Pari modo , fi confideretur fumma Cofmuum , atque 
ponatur 

i Cof. J -f- cof. ( a -f- b ) -f- cof. ( a -f- 2 b ) -J- cof. ( a -f* 3 ^ ) “H &C. 

• • r ■ . cof. a-Czlcof. (a -(-A) 1 cof. o. cof. b ) 

jn infinitum , erit s = — — — — ~n , pofito 

i — n.coj.b + u ’ L 

l=i- Quare , ob icof.a.cof.b=cof.{a — b) -\-cof.(a - \-b ), fiet 
5 = ^-.— i). At ert cof.f— cof.g = i fin. f -±I x 

fin. •“ - ; unde erit cq/T a — cof. {a — l ) = — rfin.{a — -i- i) x 

fin. b , & ob i — co/T b — i {fin. y b )' , erit s = — 


C a p. 
XIV. 


Jtn. ( n J b ) 

ijhi. • b 


Quare , cum firnili modo fit hujus Seriei 


fumma = — f‘ n ' f ^ * - , fi hxc ab illa fubtra- 

liatur , relinquetur fumma hujus Seriei 

s=cof df-Lvf. (a-f-3) -J- cof. (a-pii) -\-cof. (j+3i) + ...-f -cof (a-f-ni) : 

eritque .t = — { a ~ i b) + ^ a J r JdL + H M __ 

1 ifitl. i b 

cof. ( a ’ n b ) fin . ‘ ( n -f- i ) b 
fin. i b 


adi. Plurima: alia: qusftioncs circa Sinus & Tangentes ex 
principiis allatis refolvi portent ; cujufmodi f.int , fi quadrata , 
altiorefve Potertates Sinuum , Tangentiumve fummari debe- 
rent , verum quia ha:c ex reliquis aequationum fuperiorum coci- 
ficientibus ftmilitcr derivantur , iis hic diutius non immoror. 
Quod autem ad has poftremas fummationes attinet notan- 
dum e(l quamcunque Sinuum Coftnuutnque Poteftatem per 
ftngulos Sinus Cofinufve explicari poffe , quod , ut clarius per- 
fpiciatur , breviter exponamus. 

E e x 
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i6 1. Ad hoc expediendum juvabit ex procedentibus hoc 
Lemmata dcpromfifle 

1 fui. a. /In. 5 = cof ( a 3) coj. ( a + 3) 

i cof. a. fin. 3 = fin. (a + 3) fin.(a 3) 

l/In.a. cof 3 = fin. ( a + 3 ) + /In. {a 3 ) 

2co/. a. cof. 3 = cof. ta 3 ) + cof ( a -f- 3 ). 

Hinc igitur primum Poteftatcs Sinuum repcriuntur 

fin. 3 = fin. \ 

Z Uin.\)' — l cof. Ii 

4 (fin-lY — 3 fin.\ fin- 3 ? 

8 (fia-iY = 3 — 4 f0 / 1 3 "b cof . 4 3 

\6{fin.\Y = I0 fin-\ i fin. 3 3 +fin-1 3 

31 i fin- 0' = lo — * 5 «/ 6 cof. 43 — cof 6 3 

6 +(fin.i)' = 3S//1.3 — iifin-D+ 7 fin.U — fin. 73 
128 (/m.3) 8 = 35 — 5610/ 13 -\-i2cof 45 — 8 co/" 6 3 -j- £ y>£ 8 3 

255 (J?a. 3 )» = 1 16 fin. 3 84 fin. 3 3 -j- ^6 fin. 5 3 9,/w. 7 3 -f/«. 9 3 

&C. 

Lex , qua hi coefficientcs progrediuntur , ex unciis Binomii 
elevati intelligitur , nifi quod numerus abfolutus in Potcftatibus 
paribus femillis tantum fit ejus , quem unciae probent. 

263. Tari modo Poteftates Cofintium definientur 

cof 3 = cof. 3 

1 ( cof. 3 )* = 1 -\-cof. 13 

4 ( cof 3 )' = 3 cof 3 + cof 3 3 
8 ( co/3 )* = 3 -f- 4 cof 13 -j- cof. 45 
16 ( cof 3 )’ = 10 cof. 3 "b 5 cof 3 3 + cof. 5 3 
31 ( cof. 3 )* = 1 o -J - 1 5 cof 1 3 "f - 6 cof. 4 3 “p cof 6 3 
64 ( cof 3 )’ = 35^/3 + 21 cof 3 3 -h 7 cof 5 3 7 5 

&C. 

Hic ratione legis progreflionis eadem fiunt monenda quo circa 
Sinus notavimus. 
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DE SERIEBUS EX EVOLUT. FACT. ORTIS, ut 

C A P. 

■ XV. 

CAPUT XV. 

Dc Sericius ex evolutione Factorum oriis. 

164.S1T propofmim productum ex Faftoribus , numero fne 
finitis five infinitis , conflans hujufmodi 

(1 +c'-f)(i + €{)(t +Vf)(i + 
quod , fi per multiplicationem actualem evolvatur , der 
, + A { + Bf + C ? ’ + + E { ' + F ? ‘ + &c. , 

atque manifeftum eft coefticientes A , B , C , D , E , &c. , 
ita formari cx numeris a.,£>y, £,«,£, &c. , ut fit 

+ &c. = fumma: fmgulorum 
B = fumma: Fagorum ex binis diverfis 
C = fumma; Fadorum ex ternis diverfis 
D = fumma: Factorum ex quaternis diverfis 
E = fumma; Factorum ex quinis diverfis 

&c. 

donec perveniatur ad produdtum ex omnibus. 

165. Quod fi ergo ponatur ^ = 1 , produ£tum hoc 
(i+*)(i+C)(i+y)(i +S)(i+«)&c. 

aquabitur unitati cum Serie numerorum omnium , qui ex his 
a. , Q, y , $■ , « , &c. , vel fumendis fingulis , vel duobus pluri— 
bufve diverfis in fe multiplicandis , nafcuntur. Atque fi idem 
numerus duobus pluribufve modis refultare queat , etiam idem 
bis pluriefve in hac numerorum Serie occurret. 
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Liu. I. 166. Si ponatur 7 = — x , productum hoc 

(,_ C)(i — y)(i — £)(i — t)&c- 

aquabitur unitati cum Serie numerorum omnium , qui ex his 
«. , S , y , £ , i , ^ , &c. vel fu mendis fingulis , vel duobus 
pluribufve diverfis in fe multiplicandis , nafcuntur ; ut ante 
quidem , verum lioc diferimine , ut ii numeri , qui vel ex lin- 
gulis , vel ternis , vel quinis , vel numero imparibus nafcuntur, 
lint negativi, illi vero, qui vel ex binis, vel quaternis, vel 
fenis vel numero paribus refulranr , lint affirmativi. 


267. Scribantur pro €,y,£, &c. , numeri primi ornius 
2,3, 5,7, 11,13, occ. , atque hoc productum 

( I +t)(i+ 3 )(i + j)(i+ 7 )( I + n)(i + i 3 )&c. = P 
aequabitur unitati , cum Serie omnium numerorum vel primo- 
rum ipforum , vel ex primis divertis per multiplicationem 
ortorum. Erit ergo 

P=i +1+3+5 +6+7+10+1 1 + 13+ 14+1 5 + I74-&C., 

in qua Serie omnes occurrunt numeri naturales , exceptis 
Potellatibus , iifque qui per quamvis Poteftatem funt divifibiles, 
Defunt fciiicet numeri 4,8,9, 11 « 16 , xll » &c. , quoniam 
funt ve! Poteftates , ut 4 , 8 , 9 , 16 , Scc. , vel per Potellates 
divifibiles ut 12, 18, &x. 


26S. Simili modo res fe habebit , fi pro a, C, y, &c. . 
Potellates quacunque numerorum primorum fubllituantur. Sci- 
licet fi ponamus 



Erit enim 
P== i + 


multiplicatione inftituta : 

2" 3 n 6" 7" io a 


1 



-j- &c. 
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EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS, 21; 
in quibus fractionibus omnes occurrunt numeri pnster illos 
qui vel ipfi funt Pote flates , vel per Poteflatem quampiam 
divifibiles. Cum enim omnes numeri integri fint vel primi 
vel ex primis per multiplicationem compofiti , hic ii tantum 
numeri excludentur , in quorum formationem idem numerus 
primus bis vel pluries ingreditur. 


2.69. Si numeri a., C , y , £ , &c . , negative capiantur , ut 
ante ( 166 ) fecimus , atque ponatur 

P = (i — - )(i — - )(i — - ) ( 1 - ) ( 1 ) 

2" 3 a 5 n 7 " y t y 

&c. , erit 

p jt i_ l _i_ J » 1 t _i_ 

” i" 3 n 5" ^ 6 " 7' 1 io- 1 ,1" ~ 

— + &C. , 

13" »s" 

ubi iterum , ut ante , omnes occurrunt numeri prxter Potcf- 
tates ac di vifibiles per Poteflates. Verum ipfi numeri primi , 
£c qui ex ternis , quinis , numerove imparibus conflant , 
lignum habent pratfixum — , qui autem ex binis , vel qua- 
ternis . vel fenis , vel numero paribus formantur , fignuin ha- 
bent +. Sic in hac Serie occurret terminus — , quia efl 30 = 

3 °" 

1.3.5, “eque adeo Poteflatem compleditur , habebit vero 
hic terminus — fignum — , quia 30 efl productum ex tribus 


numeris primis. 


270. Confideremus jam hanc exprelfionem 

I 

(1 c * ) ( 1 7 l)(.i i \ ) ( 1 

qua; per divifionem actualem evoluta prxbeat hanc Seriem : 


. A P. 
V V. 
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114 D E SERIEBUS EX 

i + A i + B ^ ’ + C ^ ' + D -f- E 4- I' { + &c. 
atque manifeftum eft coelficientes A , B , C , D , E , &c. , 
fcquenti modo ex numeris , x , € , y , S, t , &c. , componi , ut fit 


A = Tunimae fingulorum 

B = fum ini Fagorum cx binis 

C = Tummae Factorum ex ternis 

D = Tummae Fa&orum ex quaternis 

&c. 


non exclufis Fa&ori- 
bus iifidcm. 


171. Pofito ergo ^ = 1 , illa exprcffio 

1 

f* — x) (1 — c) (1 — 7-) (1 — /) (1 — «) &c. 
atquabitur unitati cum Serie numerorum omnium , qui ex his 
&c. , vel Tumendis fingulis , vel duobus 
pluribufve in fe multiplicandis , oriuntur , non exclufis aequalibus. 
Hoc ergo differt ifta numerorum Series ab illa , quae (§.165) 
prodiit , quod ibi Fa&ores tantum diverfi Turni debebant , hic 
autem idem Fa&or bis plurieTve occurrere poflit. Hic Ici— 
licet omnes numeri occurrunt , qui per multiplicationem ex his 
x , £ , y , b' , &c. , provenire pofifunt. 


171. Hanc ob rem Series Temper ex terminorum numero 
infinito conflat , five Fa&orum numerus Tuerit infinitus , five 
finitus. Sic erit 

■ 1 ’ 1 1 1 + 




— - - 1 -J~ — -f- — ■ 

I 1 Z ' 4 1 


8 


ubi omnes numeri adTunt , qui ex binario Tolo per multipli- 
cationem oriuntur , Teu omnes binarii Poteflates. Deinde erit 

=1 +T+T+T+T+T+ 


( 1 — ^ ) ( 1 7 ) 

+ H+76 + ^ + &c -« 


3 


18 


libi 
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EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS, xx* 
ubi alii numeri non occurrunt , nifi qui ex liis duobus x & 3 ( 
per multiplicationem originem trahunt ; feu qui alios Diviforcs _ 
prxter x & 3 non habent. 

173. Si igitur pro a. , € , y , $ , &c. , unitas per fingulos 
cmnes numeros primos di«ifa feribatur , ac ponatur 
P = I 

fiet 

P=i+i- + 4 + i + ^- + 4- + v + -r + 


3 ‘ 4 ’ S '6 ' 7 1 8 


f + *<• - 

ubi omnes numeri tam primi , quam qui ex primis per multi- 
plicationem nafcuntur , occurrunt. Cum autem omnes numeri 
vel fint ipfi primi , ve! ex primis per multiplicationem oriundi , 
manifeftum efl , hic omnes omnino numeros integros in deno- 
minatoribus adede debere. 

X74. Idem evenit , fi numerorum primorum Poteftates 
rpiatcunque accipiantur : fi enim ponatur 
P= 1 

( 1 —~ n ) ( 1 — 7 i )( 1 — i >( 1 ~ -y ( 1 L „) &c ‘» 

x* 3" 5" 7 n n n 

fiet 

P = 1 + - + -+ -+ - + - + - + - + &c. , 

i" f 4" 5" 6" 7 " 8 n 

ubi omnes numeri naturales nullo excepto occurrunt. Quod 
fi autem in Fafloribus ubique fignutn -f- fiatuatur , ut fit 
P = 1 

x n 3" 5 n y n u n 


erit 


Euleri Introduci, in AnaL infin. 


F f 


, A P. 

XV. 


zz 6 DE S E R I E B U S EX 

P=i — - — - + - — - + i i - + — + 

z n f 4" s n 6" 7 n 8" 9" 

— — &c. , 

io n 

ubi numeri primi habent fignum — ; qui funt produdfi ex duobus 

primis, fiveiifdem fivediverfis, fignum habent & generarim, 

quorum numerorum numerus Fagorum primorum eftpar, fignum 

habent + , qui autem ex Fadloribus primis numero imparibus 

confiant , habent fignum — . Sic terminus — — , ob 140 == 

140” 

z. z. z. z. 3. 5 , habebit fignum + , cujus legis ratio percipitur 
ex §. 170 , fi ponatur ^ = — 1. 

175. Si haec cum fuperioribus conferantur, nafcentur binae 
Series quarum produdlum unitati axjuatur. Sit enim 

P== 1 

( I _J-)( I _J_)( I _-L)( i _J-)( i -J&c., 


<2 = (i— i)(i — -)(i — -)(i— -)(i -)&c., 

^ 7 'i / ' tl n' 


P — 1 + — &C. , 

x n f 4 n 5" 6" 7" 8' 1 

<2 = i— - — - — ^ ^ — J ~ n + J &C. 

^ z" 3 5 n 6" 7 n ,o n 1.« 

( z 6 <) ) , atque manifeftum efl fore P Q = 1. 


27 6. Sin autem ponatur 

P = 
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&c. 


fimilique modo habebitur P Q = 1. Cognita ergo alterius 
Seriei fumma , fimul alterius innotefcet. 


277. Viciflim porro ex cognitis fummis harum Seriemm , 
n (lignari poterunt valores Faftorum infinitorum. Sit nimirum 

Af=i4.i + i + -L + -L + -L + -i- + & c . 

x n 3" 4” ) n 6 n y n 

N = 1 + JL + -!_ + i_ + JL + -2_ + _L_ + &c ., 

1 ln 1 in 1 in 1 in 1 1 in 1 ' 

x 3 4 5 6 7 


eritque 


'M= 


(i— - )(x — — (x--)(i --) &c. 

z n 5 n 7" n" 

I 

(x — b )(* — b)(x — b) (x — =*> Cx — &c. 

z 3 5 7 n 

Hinc per divifionem nafcitur 

= (i+- ! -)(i+^)(i+^)(i+^)(i + — „)&c. 


N = 


Af 

AT 


r 


7 *» 

Ff i 


C A P. 

XV. 


X- , 
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DE S E R I E B U S EX 
denique vero erit 


MM 

'N' 



+ ' S n + t y n + i "" + i &c 

~ n i 3" i y" i u n i 


Ex cognitis ergo M & N, pr.utcr vaiores horum piodu&orum , 
funimx harum Serierum habebuntur 


i 

M' 


i 

N 


i i t , i i . t I 

7 7' V‘ + 7 7 io 1 n" 

&c. 

7" — — p + ^ + ~“ 

— &c. 


M 

N 


y ^ i i , i i ^ t i i j 


■ I , T , I , T , 1 - I | I . 

i + — -i h \r 

,« .« (,* V' ,V< ,,n 


&C. 


JI 




3 


- + — 

p'* .o" 


4 5 

- &c.. 


<S" 


8* 


ex quarum combina tionc multae alia: deduci poffunt. 
Exemplum I. 


Sit n = i , & , quoniam fupra demonftravimus cfle , 


1 r=-x = * + T + T + T + T + 7 + &c " erit ’ 


pofito jt= r , I — - — = l oo s= i 4- — + — + — + — + & c - 

r i — i 1 i 1 3 1 4 1 5 1 

At Logarithmus numeri infinite magni co ipfe eft infinite mag- 
nus , ex quo erit 
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EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS, »19 


"■“«+T+T+T + T + T + 7 + &c ' 

' = o , fiet 


Hinc ob -S 


i i i , r r , i x i , 

° 1 2. 3 $ ' 6 7'io ii 13 ‘ 

■I + E &c. . 

14 15 

Tum vero in produltis habebitur 


M= oo=- 


unde fit 


CC rrri — 


X 

i 

1 

T 


4 

5 


7 

I I 

M 

>7 

'9 

T • 

IO 

11 

* 16 

* iS 


& 




6 

10 

11 


18 

7 * 

JI * 

*3 ‘ 

«7 * 

*9 


. &c. , 


. &c. 


r 

11- 


DeinJe per fummationem Sericrum fupra traditam erit 

+ TT+7 + V + jr + £ + ^T + &C. S = 5 

TL hinc obtinentur ift® fummse Serienim 
0 

6 1 i_ 1 , t_ j . 

77 1 x' 3‘ 5‘ 6' 7 ‘ ' io 7 

&c. 

, t , t , r . r 

co==i + T + J + 7 + 6- + 7 + 7 d + n + 

&C. 

° = ‘-v- r + T 7 + T-V-TC + 

4- + - — - &c. 

9 ' 10 xi 

Denique pro Fa&oribus orietur 


C a p. 
XV. 
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x' 


3 ' 




7* 


n 


i* — i ’ 3* — x * 5' — i " 7‘ — i ’ i 
feu 

_! 9 i! 49 £xr i 69 „ 

3 ' 8 • z+ ' 48 - 110 * 168 • 

M c N 

» Tv = » fcu 


&c. , 


8— i_ 
1 




00 




JL 

4 


4 

z 

3 


7 

T 


= 0 , habebitur 

11 14 

18 

10 

77 * Tj 

* 17 

l 9 

feu 



il Ii 

17 

19 

IZ " 14 

• 18 

20 

atque 



IZ 14 

18 

20 

10 ' IZ 

* 16 

“ Ti 

feu 



f 6 

8 

_9 

6 ’ 7 

9 

10 


&c. , 
Scc., 
&c. , 
. &c. , 


quarum fraCtionum ( excepta prima ) numeratores unitate de- 
ficiunt a denominatoribus , fummx autem ex numeratoribus & 
denominatoribus cujufque fraCtionis conftanter prxbenr nume- 
ros primos, 3 , 5 , 7 , 1 1 , 13 , 17 , 19 , &c. 

Exemplum II. 

Sit n = 1 , eritque ex fuperioribus 

M= i + 4- + V + -V + — + i 5 - + — + &c. =^~ 

' x 1 3* 1 4‘ 1 { ' 6 ' 1 t h 


N — I + I + I+ 4+4+K-+-7 + &C.SS- 

'i* 3 4 S 6* 1 7 9- 

Hinc primo iftx Series fummantur 


6 

T 4 

S® 
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EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS. 131 

™ 1 »* 3' 5* 6 ' 7* ^ »0‘ n* 


&c. 


9 3 


5 I J I_ , I I_ , _J_ 

* * z 4 3* 5* 6 * 7 ' ' IO< 


1 

ii 4 


&c. 


i< 


TT 

‘i 


+ f+ j: + J J r+^+^r + ^; +77, + 

&c. 


1 1 1 1 1 , 1 

= 1 — T* — v + 7* — TT + 2T 


3 

7 + i^ &c - 


_! 1 4. 

7 ‘ 8 ‘ ^ 


Deinde valores fequentium produdlorum innotefcunt 


iMf 

2’ 

3’ 

5‘ 

7* 

11* 

&c. 

6 

2 1 

3‘ — 1 

5’ — 

i • 7- — ! • 

11* 1 

*r‘ 

l 4 

3* 

«* 

7* 

II 4 

&c. 

90 

2 — 1 ’ 

3 — * 

5’ 

1 * 7 4 1 ‘ 

77 — 1 * 


2‘ -f- I 

3*+i 

3' + 

1 7*+ 1 

u*+i 

&c. , 

7T7T 

1‘ * 

3‘ 

5* 

7‘ 

feu 

11* 

<rr 

A 9 

5 • IO 

* 16 * 

49 

5° 

111 169 

122 ’ I70 ’ 

&c. , 






& 




_ »■+» 

aldhi 

5* + 

i 7‘ + » 

II* -J- I 

&c. , 

2 

2 i * 

3' — 1 

5‘ — 

■i * 7' 1 

11* — 1 * 


five 

± i i y y <1 ?i e, r 

2 3 4 ii 24 60 04 

vel 

_i 1 13 8? /?, r 

1 — 4 * 11 * 14 ' 60 ’ 84 • • 

In his fradtionibus numeratores unitate fuperant denominatores , 
fimul vero fumti probent, quadrata numerorum primorum 3’ , 
5* , 7* , n’ , &c. , . 
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i 3 x 


I lB. I. 


Exemplum III. 


Quia ex fuperioribus valores ipfius M tantum fi n fit nume- 
rus par , aflignare licet , ponamus n = 4 , eritque 

M ~ 1 + i + 7« + 7 + T 1 + F + &c ' = "fr 

N== 1 + ^ + y 8 +p+^ + ^+&c. ==^ 

Hinc prima Coquentes Series fummantur 

9° j i I £_ 4- i L 4 £ L 

v* a 4 3* 5» ~ r 6' 7 ' ^ io‘ U' 

&c. 

541 2 — L _L L x i JL 4. _I L 

»» j. 9 3“ s* ' 6« 7 9 ~ io 8 u 8 

&C. 

i£L = I _1_i4.l--i--L_1_-L4.JL4- i 4. J. 

t 4 I J. • y 1 • 6' 1 7" 1 10 4 ‘ JI 4 

&c. 

r* ■ _____ _I l 4.2 ! | L _! 1 i_ 

105 1 1 4 3* * 4 4 5 4 6 4 7' 8 4 

i &c. . 

9 ' 

Deinde etiam valores fequentium productorum obtinentur 


t" 

2 

r 

5’ 

r 

M 4 

. &c. 

9° 

2 «— r-l 

’ 3 ’ — 1 

* y — 1 • 

7 * — 1 

I I * 1 

T 9 

i 8 

y 

S 

7’ 

u 8 

. &c. 

9.5° 

2 * 1 

• 3* — 1 

• j* — » • 

7 « — i ’ 

II 8 X 

i£L _ 

1 4 +I 

3*4 1 

s‘4- ' 

7 4 4 1 

n 4 4 -i 

. &c. 

*• 

2 * 

* 3* 

* 5' * 

7‘ 

11 4 


_7 

1 4 + I 

3* 

& 
t*4 1 

7' + ' 

11 4 -f - 1 

. &c. 

6 

2 " 1 

’ 3' — 1 

‘ 5’ — ■ ’ 

7 — * ’ 

II 4 1 




feu 





JL — 11 . m . !1 °i . a» . &c . 

34 40 311 1100 7JAO 7 


in 
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in His FaAoribus numeratores unitate fuperant denontinatores , 
fimul vero fttmti pratbent bi-quadrata numerorum primorum 
imparium 3 , 5 , 7 , 1 1 , &c. 


i? 3 . Quoniam hic fummarn Seriei 

M = 1 -) -(- — -J- — -f- — + — + &c. 

A f A 5 " 6 " 

■ i 

ad Factores reduximus , ad Logarithmos commode progredi 
licebit. Nara , eunt iit 


Af = 


0 _ J ) (1 — (. — (i-i) («— 

i 3 $' 7 1 n n 


erit 


t M — / ( 1 - ) — / (1 2_) — / (1 - ) — 

/( , _ JL ) _ &c. . 

7 n 

Hinc , (umendis Logarithmis hyperbolicis , erit 


+ 

I 

c 

1 

T n 

+ 

I 

7 

+ 

1 

7 

+ 

I 

7 

+ 

1 

n* 

+ 

&c. ) 

+ 

1 

2 

c 

1 

Zfl 

+ 

1 

2JI 

+ 

1 

ia 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

&c. ) 




1 


3 


5 


7 


11 




I 

7 

( 

I 

a 3 ' 1 

-H 

1 

3 )n 

+ 

1 

5 3 " 

+ 

f 

7 

+ 

I 

n 3 ' 1 

+ 

&c.) 

+ 

1 

7 

c 

I 

A ’ 1 

+ 

J 

7 a 


r 

7 

+ 

1 

7 

+ 

T 

+ 

&c.) 








Lc 

1 







Quod fi infuper ponamus 

Euleri Introduci, in Anni, injin. (i g 


C A p. 

XV. 
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DE SER 1 EBUS 


N= i + - — I — - — I — 1 — I — l — | — I — i- & c 

“ in ' in • in ‘ m T T <xt - > 


* 5 

ut fit 


N = 


<— £)(*-£)<— £><— £><— 


II 


ijet , Logarithmis hyperbolicis fumendis , 

/iV = + 1 ( ~Tn + -b + Ti + i + + &c - ) 

1357 ji 

-) — — ( — — -f- — -f- — *4~ — -f- — -f- &c. ) 

— I — i — L — L. + & c> \ 

‘ i V 0.1 ‘ 01 * 6 n * !m • 6 n > > 

i i 3 5 7 «i 

.+ 7 ( "s + + + + + 

+ 2 3 5 7 ii 

&c. 


Ex his conjundis 

fiet 


IM- 

— - 

I/,Y = 

=3 


+ 

i ( 

f 

~7 i 

+ 

I 

f 

4- 

I 

5" 

4- 

I 

7 n 

+ 

I 

ll 91 

+ &C. ) 

+ 

7< 

i 

l> a 

+ 

I 

3*" 

4- 

T 

5*" 

+ 

I 

7 

+ 

I 

+ &C.) 

+ 

f« 

7* 

4* 

r 

7" 

4- 

I 

i** 

4- 

i 

7 

+ 

I 

n 5n 

+ &C. ) 

+ 

7‘ 

i 

i 7 " 

4- 

i 

3 7 * 

-f- 

I 

? 

+ 

i 

r 


I 

i. 7 ” 

+ &c. ) 







&c, 

r 






EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS. x 3 y 
279. Si n—i, erit Af=i + Y + y + 7 + Scv*' 

= /00 , & iV = -E ; hincque erit /00 i- l-^ — 

+ 1 (t+7 + 7+ 7+ tt +& c ^ 

+ - 7 (^+p-+ 7+7 + irr+ &0 *) 

+ V ( £ + F + V + 7 + TT + &c - ) 

+ 7 ( *V + 3 7 + fr + 7- + i7 T + &c - ) 

&c. 

Verum hx Series , prxter primam , non folum fummas ha- 
bent finitas , fed etiam cun< 5 fx fimul fumtx fummam efficiunt 
finitam , eamque fatis parvam : unde neceffe eft ut Seriei prima 

+ y + + y + + &c. , fumma fit infinite mag- 

na , quantitate fcilicet fatis parva deficiet a Logarithmo hyper- 

bolico Seriei 1 + 4 ' 4 *'T +“7 + ‘r+7‘ + & c « 

1 i 4 1 0 

x8o. Sit n = z ; erit & N = : unde fit 

zI-tt — 16 = 1 (^- ■+■ & c . ) 

+ 7 (iV + jr + ^- + ^-+ 7 p- + &c -) 

+ 7 ( ^ + F + 7 + V + ^ + &c,) 

&c. 

Gg < 
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1 3 6 deseriebus ex 

- 4 l7r — /90= + 1 (p+p- 4 -^T+^r + 77:+&c. ) 

+ T ( ^ + ^ + ^+ ^- + 77? + & c - ) 

+ T ( ^ + F + P + 7 4 ‘ + ^ + &c) 

&c. 

W4W=t 4 = ‘(r+jr+f+F + T?+ & ') 

+ ( 57 + P + ^T + ^ + 77? + &<-’•) 

+ J + + Tp-o + &C- ) 

&c. 

281. Qimqnam lex, qua numeri primi progrediuntur , non 
confiat , tamen harum Serierum alt orum Poteftatitm lummas 
non difficulter proxime affignari poterunt. Sit enim hic Series 

M = 1 + ~ + -7: + “ + — ; + “ + -- + &c. y 

1 « 3 « 4 « 5 « 6' 1 7 « 

n 


& 

S = — + — + — + H — — + & c . , 

x n f 5" 7« u" 13« 

erit 


<9 == M 


I 


1 t 

6 « 8 « 

& ob 


&c. , 


*L = _L + -L + J. + -L + J_ + _L_ + &c . r 
2« 1« 4« 6« ! 8« »<3« ‘ 12« 7 

e?it 


5 = M — — — 1 +-L 

2« 2« 9' 

feu 


I i &c. , 


2i 
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^ 0(1 n ^ n n n n 


15 


-- — &c. , 


17 


& ob 


M( 1 — + &e., 

x" 3" f 9" ij" 21" 

erit 

5 = ( M I ) (i — — ) (i L ) + — 

' ' ' n ' ' n ' ,11 n 


6 " 


»5 


&c. 


35" 


4S 


Hinc , ob datnm fumrnam M , valor ipfius S commode inve- 
nitur , li quidem n fuerit numerus mediocriter magnus. 

282.. Inventis autem fumrnis ahiorum Potellatum , etiam 
fumma: Potellatum minorum ex formulis inventis exhiberi 
pofiunt. Atque hac methodo fequeutes prodierunt fumma; 
Seriei 

— + — + &c. , 

3 n 7 n 1? a 

fi fit erit fumma Seriei 


n— 1 ; 

o, 4*1147410041122 

n— 4; 

0 , 0769931397642*2 

n = 6 ; 

0, 0170700868*0639 

n = 8 ; 

0 , 004061405366*1* 

n = 10 ; 

0 , 000993603*73633 

n = n ; 

0 , 000246026470033 

n = 14; 

0, 00006114439671* 

n = 16 ; 

0, 00001*181016119 

n = 18 ; 

0, 000003817178702 


Cap. 

XV. 
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n == 20 ; 

0, 000000353951123 

n = 22 ; 

0 , 00000023845044;» 

n = 14 i 

0 , 000000059608184 

n — 26 ; 

0 , 000000014901 5 55 

« = 28 ; 

0 , 000000003725333 

n — 3 ° ; 

0, 000000000931323 

n = 32; 

0 , 000000000232830 

n == 3 41 

0 , 000000000058207 

n = 36 ; 

0, 0000000000145 5 1 


reliqux fummai parium Poteftatum in ratione quadrupla de 
crefcunt. 


. 2 . 83 . Ha:c autem Seriei 1 H 4 4-&c 

, n ' n ' A n ' • 

1 . 3 4 

in producum infinitum converiio etiam direele inftitui poteft 
hoc modo : fu 


■A = 1 + — + — 4~ — + — *-f— — f— — — — J— 

2 n 3 a 4 « ,<1 6 * ? n gS T 

&c. , fubtrahe 

-I;^=4+i : +4 + 4 + &C., 


6 " 


8 n 

erit 


( 1 — ~ ) A = r + ~ H — *: + ~ 4 — - 4 — h &c. 

2 3 n ? n ,,a 

= B : fic fublati funt omnes termini per 2 divifibiles , 

fubtr. i-fl = -L+-t + -L+-L- + &c., 


'5 

erit 


(j -) B = 1 4~ — 4- — 4 — + — 4- &c. = C: 

3” 5 n 7 n 11 13" 

fic infuper fublati funt omnes termini per 3 divifibiles , 
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fubtr. - C = - + —+ — + — + &c. , 

S n s" »5 n 35" SS* 

erit 

( 1 — -) C== 1 + — + — 4 - — — h — -f- &c. , 

x n' * n n n n ' ' 


«3 


»7 


fic fublati etiam funt omnes termini per 5 divifibiles. Pari 
modo tolluntur termini divifibiles per 7,11, reliquofque nu- 
meros primos ; manifeftum aurem eft fublatis omnibus termi- 
nis , qui per numeros primos divifibiles fint , folam unitatem 
relinqui. Quare pro B , C , D , E , &c. , valoribus reftitu- 
tis tandem orietur 


1 3 * s 7 . «i 

unde Seriei propofita: fumma erit = 

A = 

(*— ~.)U— ;><■— 4 ) 0 — -=><» 


feu 



184. Ha;c methodus jam commode adhiberi porerit ad 
alias Series , quarum fummas fupra invenimus , in produ&a 
infinita convertendas. Invenimus autem fupra ( »75 ) fummas 
harum Sericrum 


l 



+ + &c. , 


>3 


fi n fuerit numerus impar , fumma enim eft = iW" & va- 
leres ipfius N loco citato dedimus. Notandum autem eft 


C a p. 

XV. 



joogle 


z 4 o DE SERIEBUS EX 

L i b. I. cum hic tantum numeri impares occurrunt , eos qui fint for- 
ma; 4 m + i habere fignum + > reliquos forma: 4 m — i 
fignum — . Sit igitur 

— 1 f 7 »i ^ 9 n ,,n ,yi 

&C. 

— = — — 4 1 — &c. , addatur , 


u 

erit 


»7 


( i + — ) y4 = I + ~ — H 1 - &c. , 

f 7" n* n n «7'* 

• = n 


11 ? = -- + -' - 

s" 5 n *5* 35" 


— — &c. , fubtrahatur , 
55 " 
erit 

t 


ubi jam numeri per 3 & 5 divifibiles defunt , 

— C = — — + &c. , addatur , 

7" 7" 49" 77" 

erit 

( 1 + — ) C = r ficc. 

7« 1." .f »7" 

fic etiam numeri per 7 divifibiles lunt fublati , 




D 


— 1- &c. , addatur , 


ir' 


m 1 


ent 


(i + — )D=i+ — + - Scc. — E, 

n“ i } n 17" 

fic numeri per 1 1 divifibiles quoque funt itibiati. Auferendis 

autem 
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autem hoc medo reliquis numeris omnibus per reliquos nu- 
meros primos divifibilibus , tandem prodibit 






A = 


3 "_ 
3" + « 


'7 


n 


I 


n 

/ 


1 



& c. , 


7 

7" + « 


n" q- i 



ubi in numeratoribus occurrunt Poteflates omnium numerorum 
primorum , qus in denominatoribus infunt unitate fivc auiite 
live minuta? , prout numeri primi fuerint formae 4 m — 1 , 
vel 4/n + 1. 


2.85. Pofito ergo n = 1 , ob A = — , erit 
i ± 7 u it 17 y q o Tn 

4 4 • 4 • 8 ' 12 • li • 16 • 20 • 24 • Kc ' > 

fupra autem invenimus efTe 

•srir £ _v il 7' >»• n' ' 7* o 

6 — 3 * ».4 ’ 4.6 • 6.8 • 10. 12 ’ Ii. 14 ’ 16. 18 * 18.20 * Kc 


Dividatur fecunda per primam & orietur 


A ± _L 

3 ~ 3'i*6 


7 11 

”7 * IO 


I? 

«4 


17 

18 


I? ii &c 
18 * 22 * ,xc » 


feu 


* * i 1 » u >7 y y ^ 

T — 3 • 6 • 6 • 10 • 4 • 18 • 18 • 22 • Kc - » 


ubi numeri primi conftituunt numeratores denominatores 
vero funt numeri impariter pares , unitate differentes a nume- 

Euleri Introduci, in Anal. injin. H h 


C. A P. 
XV. 
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qua: fraftiones oriuntur ex numeris primis imparibus 3 , 5,7, 
11 , 13,17, &c. , quemque in duas partes unitate differentes 
difpefcendo , & partes pares pro numeratoribus , impares pro 
denominatoribus fumendo. 


28 6. Si lix exprefTiones cum WalVfiana comparentur 

2. 2. 4. 4. 6 . 6 . 8. 8. to. 10. ii 

V «~3- 3~f- 5- 7- 7- 9- 9- “■ 11 ‘ * 

feu 

4 . ]_J lii 7-7 9 ^_ 9 _ »■ 11 e... 

x 1. 4 ‘ 4. 6 ‘ 6. 8 ' 8. 10 ‘ 10. ii ' * 

cum fit 

wx 7;_7 H- H q. H 

8' i. 4 • 4. 6 ’ 6. 8 ’ 10. 11 • 11. 14 ' ‘ » 

illa per hanc divifa dabit 

2» 9- 9 »9- *»• » a 5- V o.. 

x' 8. 10 * 14. 16 ' 20. 12 * 14. 26 * ‘ ’ 

ubi in numeratoribus occurrunt omnes numeri impares non 

primi. 


287. Sit jam n = 3 , erit A = ~ , unde fit 

4 1 5' 7 1 ii 1 13 1 

32 3' + * ’ 5‘ — 1 * 7' 1 * ii ' 1 * 13’ — 1 

&c. . At ex Serie 



+ ^- + &c. , 


fit 



Digitized by Google 


EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS. 243 

i‘ 3 * 5 * 7 * n* n" C A P. 

934 2 .* — 1 ’ 3 ‘ • — 1 ' s" — i ' 7 * — 1 * n* — 1 * 13 * — 1 XV. 

&c. , feu 

Jll JL_ 5' 7 ‘ n* &c 

960 3‘ — i * 5 1 — 1 * 7‘ — 1 * 11“ — 1 ' 13“ 1 * * ’ 

quae per primam divifa dabit 

*' 3 ' f 7 ' ii' 13 J 17 ' 

30 3' 1 * 5 1 4- 1 ‘ 7' — i ’ ii* 1 * 13* -1— 1 * 17* -j— x * 

&C. , 

liare vero denuo per primam divifa dabit 
1 6 4- 1 — 1 7 1 4~ i ii' -f- 1 1 3' — 1 J7' — 1 

15 3 ' — 1 5 ‘ + 1 7 — 1 * *i ' 1 ‘ 13 1 ■+• 1 ' 17 ' 1 * 

&c. , feu 

1 6 14 61 171 666 1098 o 

15 13 * 63 171 ’ 663 ’ 1099 * c ’ * 

qua: fradtioncs formantur ex cubis numerorum primorum im- 
parium, quemque in duas partes unitate differentes difpefcendo , 
ac partes pares pro numeratoribus , impares pro denominato- 
ribus fumendo. 


288. Ex his expreffionibus denuo novae Series formari 
poffunt , in quibus omnes numeri naturales denominatores 
conflituunt. Cnm enim fit 


«. 3 _7_ lr ^ & 

4—3 + 1 * 7 + * \ u + * • «3 — « ’ 

erit 


(i+i)(i+|)(i— fXH-yXH-rrXi— r^)&c. 


unde per evolutionem haec Series nafcerur 




Hh 2 


\ 


I 



144 D 'E S E R I E B U S EX 
I - 1B - I- ubi ratio lignorum ita efl: comparata , ut binarius habeat — , 
numeri primi forma; 4 m — 1 fignum — & numeri primi 
forma; 4 m 1 fignum ; numeri autem compofiri ca ha- 
bent figna , qua; ipfis ratione multiplicationis ex primis con- 
veniunt. Sic. patebit fignum fraclionis , ob 60 = 


i . i . 3 . j , quod erit — . Simili modo porro erit 



1 ( 1 — f)(i + y)( I + 7 I )( 1 — 


unde orietur hxc Series 


jr , 1 1 , 1 

r = 1 + t— j + t 

-J+To &c - * 


+ -i- — — - 


7 +T 


+ 


ubi binarius habet fignum + , numeri primi forma; 4 m — 1 
fignum — , numeri primi forma* 4 m + 1 fignum -j- & 
numerus quifque compofitus id habet fignum , quod ipfi 
ratione ccmpofitionis ex primis convenit , fecundum regulas 
multiplicationis. 


189. Cum deinde fit 


1 (1— j)(i+f)(i — ■ j )(i— n*)(n-^)&c. 

erit per evolutionem 

T=>+f-f + 


+ | + H - Tj - 7? «"• ' 


nbi tantum numeri impares occurrunt , figna autem ita funt 
comparata , ut numeri primi fornis 4 m — 1 fignum ha- 
beant + , numeri primi fornis 4/n + i fignum — , unde 
fimul numerorum compofitorum figna definiuntur. Bina porro 
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Series hinc formari poliunt , ubi omnes numeri occurrunt > C a p. 
erit fcilicet 

t 


XV. 


7T : 


(r— f)(i— ;~)(i + jr)&c.. 


unde per evolutionem oritur 


■sr 


= i + + f + - f + i + f + i + 


i 

910 

ubi binarius lignum habet -)- , numeri primi format 4 m — 1 
lignum + , numeri vero primi forra® 4 m + 1 lignum — . 
'Ium vero etiam erit 

•«r _ t 

(1 -r " ) C 1 — y jC* — y)( r — 


— ~ + — + — 

1 3 4 5 


JL _j_ i. 
6^7 


i + 


i + 73 &c - > 


libi binarius habet lignum — , numeri primi formae 4 /72 — 1 
lignum -j- & numeri primi formor 42/1 + 1 lignum — . 

2.90. Poliunt hinc etiam innumerabiles ali® lignorum con- 
ditiones exhiberi , ita ut Serici 

1 11 1 1 1 

1 ’ 1 ’ 7 * t* 1 * 6 * 7 * ~s * &c '* 

fumma a (lignari queat. Cum fcilicet fit 

T 1 

“ ( I _ + ) ( I+ |)( i _ + )(!+. L) (1 + J. )&C .. 


'j 

i 

4 
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L I B. I. I -J- — 

Multiplicetur htcc cxpreflio per 2 - = 2 , erit 

1 T 

_ T 

~(l— — fK 1 — fJO+yK* 

t I I I I I I y I i I I I I 

T =i+ r + T +-+ T + 7 — 7 + T + 

_L -f- — i. &c. , 

ubi binarius lignum habet -f- ; ternarius + ; reliqui numeri 
primi omnes forma: 4 tn — 1 fignum — ; at numeri primi 
forma: 4 m + 1 fignum -f" 5 unde pro numeris compofitis 
ratio fignorum intclligitur. Simili modo , cum lit 


( i _.i.)(!__L)( 1 +i)(i -\.)(i_-L)&c. 


... 1 + T a 

multiplicetur per = , erit 

1 T 


1 (1— £)li— j)C« y)l*— 

unde per evolutionem oritur 

¥=‘+T+T + T + t + T+7 + T+ 

7 + &c. , 

ubi binarius habet fignum + , numeri primi formx 4/71 — 1 
fignum + & numeri primi formas 4 m -J- 1 , praeter quina- 
rium , fignum — , 
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191. PofTunt etiam innumerabiles hujufmodi Series exhi- C a v. 
beri , quarum fumma fit = o. Cum enim fit A. L. 




7 

' 8 ' 

erit 


1 1 
11 


H 

‘4 


11 &c 

iS * & ‘ c- * 


(H-y)(i+ ‘ )(i + f)(i + y)(i + n)(* + ^) &c -» 

unde , ut fupra vidimus , oritur 

0=1— T — y + T — j + T — 7 — Y + 
- -f - &c. , 

ubi omnes numeri primi fignum habent — ; compofitorum- 
que numerorum figna regulam multiplicationis fequuntur. Mul- 

1 + — 

tiphcemus autem illam exprelfionem per = 


erit 


pariter 
o 


(*— tX^jXi + j-Xi+y)(»+nX*+i5) &c -» 

unde per evolutionem nafcitur 

° == 1 + T — T + ? — T — T — 7 + T + 

&c. , 

9 IO 

ubi binarius habet fignum + ; reliqui numeri primi omnes 
lignum - — . Simili modo quoque erit 
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jy=i + — + — + — + — + — 4-&c. 

3 ^ ^ 3 1 '* T T 

ut fit 


N = 

(—- =)(—• 4 X-— ■=)(— 

i 3 5 7 «i 

iet , Logarithmis hyperbolicis fumendis , 

1 N= + 1 ( ^ ^ ^ + ^Ta + &c - ) 

-f — — ( — - — *4~ f- — ~f“ — ~f“ &c. ) 

1 1 v 1 +' ^ ' j 4 « ' 7 -f» * , , 4 « 7 

-J — ( — 1 — 4 r- -j : — -|- — - 7 - “J- &c. ) 

1 2 ' O.t 1 tfti 1 on 1 <>n 1 6n 1 • 

J i 3 J 7 «i 

■“ 4. ' 3 u ' 3.1 * Si ' H« * 3 * ' * 

* * 3 5 7 “ 


Ex his conjungis fiet I M ^ /iV = 

+ '(rr + 7 + -V+7 + 77 + &c -> 

+ T ( ?- +,■? + 7 + 7 + 77 + &c - J 

-| ( - — -f* — “i - — H — ~ “h &c* ) 

5 V 2 V. jjn ^ $ J« ? 5« r ,,5* * 

+ -f ( ~k + 4; + 4; + + “7« + &c - ) 


7 ' a 7 « 


s 7« - >7 7» i»7 a 


Digitiz ed by Ciopgle 


EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS. 135 
279. Si n = 1, erit M = 1 4 * ~ + 7 4 * — 4 - &c. C xV* 

= /00 , & 2 V = ~ ; hincque erit /00 i- = 

+ «(t + t + 7+7 + ^ + &c -) 

+ j(-7+p-+^-+^-4-77r+&o-) 

+ y ( ^,- + -V + 7 + 7- •+■ iTr + &c - ) 

&c. 

Verum h$ Series , prceter primam , non folum fummas ha- 
bent finitas, fied etiam cun&x fimul fumtac fummam efficiunt 
finitam , eamque fatis parvam : unde necefle eft ut Seriei prima 

i 4 .I 4 .I 4 .I 4 .-i _f_ Scc. , fumma fit infinite mag- 
na , quantitate fcilicet fatis parva deficiet a Logarithmo hyper- 
bolico Seriei 1 4 _ ~4"~4~“-4"— 4-4-4“ &c. 

a8o. Sit n = z ; erit M= ™ Sc. N = ~ : unde fit 
zI-tt — 16 = 1 4-^r4-^-4-^-4*77r4-&c.) 

+ T ( £ + 7 + 7 + 7 + 4- &c. ) 

+ 7 ( 7 + 7 4- 7 + 7 4- -7? 4- &c. ) 

& c. 


Gg i; 


Digitized by Google 
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-4 It — /90 = + 1 (jr+^r + ^r+^-4-77:+&c. ) 

+ j- ( pr + ^- + ^+ ^- + 777 + &c. ) 

+ 7 (^ + p + p + p + ti l . + &c -) 

&c. 



I 

1 


/i = ,(i + i + i+i +T ^ + &c.) 

+ 7 ( f + T’ + 7 + ^ + tit + &c -) 

+ -^-(777 + ^ + ^+^-. + Tp-. + &c. ) 
&c. 


2.81. Quanquam lex , qua numeri primi progrediuntur , nen 
conflat , tamen harum Serierum altiorum Poteflatum fumma 
non difficulter proxime affignari poterunt. Sit enim liare Series 


M=r +± + ± + *- + ±+± +.L + &C., 


,« ./> 

} 4 S 

& 


6 '< 


5 = — + -+ - + - + — + — + &c., 

3 * 5 n 7» u” 13' 1 

erit 


„n 


5 = M — 1 


T l 

6 " 8 " 

& ob 


&c. , 


— - = — + — — H — — + — — b &c. r 

a" i n + n 6". ' 8" iq" ‘ ,z n 7 

erit 

S = M — — — , +~ — 1 & c. , 

i a a n 9” rj' 1 ar n 

feu 
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S = ( Af — 1 ) ( 1 -) I l - 

' ' ' n ' n n n /* 


2 . 

I 


9 

&c. , 


»5 


11" 15" 


& ob 


M(i — — — + &c., 

' n ' 1 1 n n ' /1 ' n 


i'* ' 3" 


9" >5" 


erit 


5 = (M-i)(.--L)( i--L) -f -L--L- 


3" ' ' 6" 2}« 


- I &C. . 

3)" 45" 

Hinc , ob datam fummam M , valor ipfius S commode inve- 
nitur , li quidem n luerit numerus mediocriter magnus. 


181. Inventis autem fummis ahiorum Poteftatum , etiam 
fu nimie Fotellatum minorum ex formulis inventis exhiberi 
poliunt. Atque hac methodo fequentes prodierunt fu m mi 
Seriei 


+ -T + 


3 n 

j' 1 7 n n™ 13” 17 1 

fi fit 

erit fumma Seriei 

n = 2 

0,452147410041121 

n — 4 

0 , 0769931397(54152 

n = 6 

0, 017070086850639 

n = 8 

0, 004061405366515 

n = 10 

0 , 000993603573633 

n = 12 

0 , 000246016470033 

n = 14 

o, 000061244396715 

n = 16 

0, 000015181016219 

n = 18 

0, 000003817178701 


C a p. 
XV. 


Digitized by Google 


138 


L 1 B. I. 


D E 

S E R I E B U S EX 

n = IO ; 

0, 000000-353951113 

n = zz ; 

0 , 00000013845044;» 

n—z 4 ; 

0 , 000000059608184 

n = z 6 ; 

o, 000000014901555 

n = 18 ; 

0 , 000000003715333 

n = 30 ; 

0, 000000000931313 

n ~ 3z; 

0 , 000000000131830 

n = 34 i 

0 , 000000000058107 

« = 3 6 i 

0, 0000000000145 5 1 


reliqua; fummaj parium Poteftatum in ratione quadrupla de 
crefcunt. 


. 183. Hxc autem Serici 1 ■] — -f 1 4- &c. , 

1" 3" 4" 

in productum infinitum converfio etiam dire&e inftitui potert 
hoc modo : fit 

' » " ” » gH yl ‘ g/I ' 


3 


5 


&c. , fubtrahe 

i^ = i+ i + 4 + 4 + &c., 


4" 6" 


8 " 

erit 


(1 — — ) A =■ 1 H — - H — -f 1 — |- &c, 

i n 3” j" 7 n 9 n n" 

= B : fic fublati funt omnes termini per z divifibiles , 

fubtr. — B = — + •— + — + — — + &c. , 

3" 3" 9" is" 11" 

erit 

(1— + + + _L_(. &c . = C: 

3” 5” 7 11 13 

fic infuper fublati funt omnes termini per 3 divifibiles , 
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fubtr. — C = — + + — -f- — + &c. , 

5™ 5 n 1 5 n 3S n S5 n 

erit 

( i — -) C= i + - + — + — + — +&c. , 

' n ' ' n 1 n ' n 1 /i ' ' 




»7 


fic fublati etiam funt omnes termini per 5 divifibiles. Pari 
modo tolluntur termini divifibiles per 7,11, reliquofque nu- 
meros primos ; manifeftum autem eft fublatis omnibus termi- 
nis , qui per numeros primos divifibiles fint , folam unitatem 
relinqui. Quare pro B , C , D , E , &c. , valoribus reftitu- 
tis tandem orietur 


;)(»—- i)(i— - tt) (* — J i)(* — c.= i, 
i " 3" 5" 7" . u" 

unde Serici propofita: fumma erit = 

A = i . 


feu 




H.ec methodus jam commode adhiberi porerit ad 
alias Series , quarum fummas fupra invenimus , in prodiufta 
infinita convertendas. Invenimus autem fupra ( »75 ) fummas 
harum Serierum 


+ — — &C., 


>3 


fi n fuerit numerus impar , fumma enim eft = iV •> r" & va- 
leres ipfius N loco citato dedimus. Notandum autem eft 
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I- cum hic tantum numeri impares occurrunt , eos qui fint for- 
ma: 4^+1 habere lignum + , reliquos formas 4 m — 1 
fignum — . Sit igitur 

A = x — - + - — - + L + l - + 

i n 5" 7" 9 n i." 13" 15" 

&c. 

— A = — — -) — — 1 — &c. , addatur , 

3 n f 9 n i S n i." 17" 

erit 

( 1 + - ) A = 1 + — — L + — + — &c. , 

N 1 n • n n n n . . 7 


= B 


1 i 


— B = - 1 - H — — &c. , fubtraliatur , 

5 5 35 55" 


erit 


( 1 -E)B=i—±- !_ + -d- + _L. 

5" 7" 13 1 17" 

ubi jam numeri per 3 & 5 divifibiles defunt , 


Scc. = C , 


— C = — -(- &c. , addarur , 

n n n n 1 ' 


7 " 7 n 49* 77 ' 

erit 


( 1 + -L ) C = 1 1 - + -L- -f — & c . 

7" n" 13" 17' 1 

fic etiam numeri per 7 divifibiles funt fublati , 

— D = — )- &c. , addatur , 

n n n ' 


D . 


erit 


(i + i)D=H-- + -! Sic. = E, 

n" 1 j'* .7" 

iic numeri per j 1 divifibiles quoque funt fublati. Auferendis 

autem 
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autem hoc medo reliquis numeris omnibus per reliquos nu- 
meros primos divifibilibus , tandem prodibit 


C A p. 
XV. 


-*( «+“)(* 






. &C. , 


7" 1 1 " 

7" 1 11" -j- 1 i3 n — 1 


ubi in numeratoribus occurrunt Poteftates omnium numerorum 
primorum , qus in denominatoribus infunt unitate five auche 
live minuta: , prout numeri primi fuerint formas 4 m — 1 , 
vel 4- 1. 


2.85. Pofito ergo n= 1 , ob A= — , erit 

4 

JL 3 .- 1 . I !i Ii i! Ii fl 

+ — 4 ' 4 * 8 ' ix * ix ' 16 * xo ' x 4 ‘ » 

fupra autem invenimus efTe 

rw 4_ il il 7* Ii’ »3* »7' _191 

6 3 " z.4 ‘ 4.6 * 6.8 * 10. ix ' ix. 14 ’ 1 6 . 18 * 18.20 * & ‘ C ’ ’ 

Dividatur fecunda per primam & orietur 

x* 4_ J _ JL 7 II i? 17 19 xi o,„ 

J — 3 * x * 6 * T * 10 * '14 • 18 * 18 * zx * ^ ‘ 

feu 

X — 3 • 6 • 6 * 10 • 14 • 18 • 18 * XX • wc - » 

ubi numeri primi conftituunt numeratores denominatores 

vero funt numeri impariter pares , unitate differentes a nume- 

Euleri Introduci, in Anal. infin, H h 


Digitized by Google 


l^Z 


DE SERIEBUS EX 


Lib. I. 


ratoribus. Quod fi hic denuo per primam ~ dividatur , erir 
, _ 4 _ 4 8 

z — i ' 6 ’ 6 • 


12 

1 6 

20 

it 

• &c. , 

!4 ‘ 

Ii 

“ l8 " 

ii 

feu 

6 

8 

IO 

ii 

. &c. , 

7 ' * 

9 

‘ 9 ' 

1 1 



qui fradliones oriuntur ex numeris primis imparibus 3 , 5,7, 
11, 13 , 17 , &c. , quemque in duas partes unitate differentes 
difpefcendo , & partes pares pro numeratoribus , impares pro 
denominatoribus fumendo. 


286. Si hx exprefliones cum Tf^alVfiana comparentur 

ir z. i. 4. 4. 6 . 6 . 8. 8. xo. 10. 12 

V 5 . ~7- 7~9- 9 - ■*. n C ' ’ 

feu 

±_ 3_J Ili 7- 7 9^_9_ "• TI s. r 

ir 2. 4 ' 4. 6 6. it * 8. 10 * 10. iz * * * 

cum fit 

** 3 - 3 7;_7 II. II ' V n o.- 

8 — 2. 4 - 4. 6 - 6. 8 ’ 10. 12 ‘ 12. 14 * * 

illa per hanc divifa dabit 

^ 9- 9 <5- 11 > 1 . 11 2 5- ** p. r 

r' 8. io ’ 14. 18 * 20. 22 * 24. 26 ’ 

ubi in numeratoribus occurrunt omnes numeri impares non 
primi. 


287. Sit jam n = 3 * erit A = ^ , unde fit 


3* 


j' 


7 ' 


17' 


3' -p 1 ' 5 ' — 1 * 7 1 -|- 1 ‘ ii' -|- i ’ 13’ — 1*17' — 1 * 
&c. . At ex Serie 


W — .+ * + ?+7 + ?- + te ' 

fit 


Digitized by Google 


EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS. 143 


1* 3* s* 7' »* n* 

94$ z‘ — i*3*- — x ’ 5 4 — 1 ’ 7 ‘ — x * n“ — 1 ’ i3 s — 

&c. , feu 

«* - V $* 7 8 n 8 & 

960 3* x ' 5' — 1 ’ 7* — 1 ’ n* 1 ’ 13“ x ' ‘ * 

qus per primam divifa dabit 


C a r. 
- • XV. 


'T* 


?_ 

6 ' 


7' 

11' 

*3' 


»7' 

3° 

3’- 

I 

5' + 1 

* 7' 

— x * ii 

‘ — 1 ‘ 

13' + 1 ' 

' l 7 ' 

■+■ * 





&C. , 






hxc 

vero 

denuo 

per 

primam 

divifa dabit 



1 6 

£_ 

±_L 

1 

zl 

-j- 1 11 

’ + * 

H' — 1 

J_7 

1 — 1 

XJ 

3‘- 

— 1 

V + ‘ 

‘ 7' 

— 1 • 11 

• — i * 

13' -t- 1 

' 17 

1 ‘ 





& c. , feu 





1 6 

14 

>3 

6 1 
‘ 6 i 

171 

* »7‘ 

666 

665 

1098 

* 7^99 * 

&c. , 





qua: fradHones formantur ex cubis numerorum primorum im- 
parium, quemque in duas partes unitate differentes difpefcendo, 
ac partes pares pro numeratoribus , impares pro denominato- 
ribus fumendo. 

188. Ex his expreflionibus denuo nova: Series formari 
pofTunt , in quibus omnes numeri naturales denominatores 
conflituunt. Cnm enim fit 


« 3 _ 

4 3+‘ ' 5 


1 ’ 7 + x * n + 1 ’ 13 — 1 
erit 


. &c. , 


O + iXi + fX 1 — f)(! + y )(i + ±)(i — ±)Scc., 
unde per evolutionem hac Series nafcetur 

* , 1 L _i_ _L _i L -i- 1 l L 4 . 

6 2 3^4*5 ‘ 0 7 8 ‘ 


— &c. , 

9 10 ’ 


H h 
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ubi ratio lignorum ita cfl comparata ut binarius habeat — , 
numeri primi forma: 4/71 — 1 fignum — & numeri primi 
formae 4 rn + 1 fignum + ; numeri autem compofiri ea ha- 
bent ligna , qui ipfis ratione multiplicationis ex primis con- 
veniunt. Sic. patebit fignum fractionis , ob 60 = 


i . i . 3 . 5 , quod erit 


Simili modo porro erit 


(1— y)(i+j)(i— f)(i + |)(i + t I )(i— 

unde orietur hic Series 

f= 1 +T-T+T + T“T- 7 + T+ 

4 + -k &c. , 


ubi binarius habet fignum -f- , numeri primi fornu 4 m — 1 
fignum — , numeri primi forrni 4 m + 1 fignum + & 
numerus quifque compofitus id habet fignum , quod ipfi 
ratione compofitionis ex primis convenit , fecundum regulas 
multiplicationis. 


189. Cum deinde fit 


1 o— ~)(i+f)(i— y)(i— rr) ( 1 + 

erit per evolutionem 

■r _ - t 1.1.1.1 1 io. 

T 3 5 7 9 11 13 15 c ' r 

ubi tantum numeri impares occurrunt , ligna autem ita funt 
comparata , ut numeri primi formi 4 m — 1 fignum ha- 
beant + , numeri primi fornu 4/11 + 1 fignum — , unde 
fimul numerorum compofitorum figna definiuntur. Bini porro 
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Series Fine formari pofiiint , ubi omnes numeri occurrunt » 
erit fcilicet 

t 

7r — (*— t)(i— y)(>+‘ )(*—-)(«— rr)(i+7-)&c., 
unde per evolutionem oritur 


T = 1 + -J- + 



9 




+ f + T + 


ubi binarius lignum habet + , numeri primi forma: 4 m — 1 
lignum -f- , numeri vero primi formae 4 m -j- 1 fignum — . 
Tum vero etiam erit 


* 'T 


r 


(i-h-i)Cx — + — y)(i— 7T>( I +^ &C - 


unie oer evolutionem oritur 



ubi binarius habet lignum — , numeri primi formae 4 m — t 
lignum + & numeri primi forma* 4 m -(- 1 lignum — . 


190. Poliunt hinc etiam innumerabiles aliae fignorum con- 
ditiones exhiberi , ita ut Serici 


-LJLJL-LJL 1 1 » 

1 ’ 1 » 3 ' T ’ 1 * 6 * 7 • T* CCC ' ’ 

fumma affignari queat. Cum fcilicet fit 

ir I 

1 — “)(*+j)(i— f)( »+“)(! +r,)&c- 


C A P. 

XV. 
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Multiplicetur ha:c 


SERIEBUS 

i -f — 

exprelfio per i- 


3 


E X 

= i , erit 


( 1 T^ 1 — j) C 1 ^M 1 + y )( i + &c. , 

& 


*■ » i + t + ~ + 

7 +^-iT &c -* 


+ - + *- 


- + + 
7 ' 8 ' 


ubi binarius lignum habet + ; ternarius + ; reliqui numeri 
primi omnes forma: 4 m — 1 fignum — ; ar numeri primi 
forma: 4 m -{- 1 fignum + ; unde pro numeris coinpofitis 
ratio lignorum intclligitur. Simili modo , cum fit 


7 r 


( 1 r^ 1 — ^K 1 +y)( j — yK 1 — — )&c. » 


1 + — 

multiplicetur per ~ 


1 5 


-t- , ent 
2 J 


25 — 

2 


(— iH— i)(— j-H— fH— 

unde per evolutionem oritur 

¥='+T+T + i + f+i + T+T+. 

~ + &C. , 


ubi binarius habet fignum + , numeri primi formi 4 m — 1 
fignum & numeri primi forma: 4 m + 1 , pratter quina- 
rium , fignum — . ’ 
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191. Poliunt etiam innumerabiles hujufmodi Series exhi- 
beri , quarum fumma fit = o. Cum enim fit 


o 



i JL _7. ii n iz 

4 * o * 8 * ii * 14 * i 3 

erit 


&c. , 


(i+“)(*+ j )(i + y)(«ri-y )(i + tj)(i-+~)&c. , 
unde , ut fupra vidimus , oritur 

I I . I I.I I 1 . 

== i — t — t + __T + t — ? —^ + 

- + - &c. , 

9 1 10 ’ 


ubi omnes numeri primi fignum habent — ; compofitorum- 
que numerorum figna regulam multiplicationis fequuntur. Mul- 

1 + — 

tiplicemus autem illam exprclTionem per ^- = 3 ’ er ’ t 

• 1 2 

pariter 

o = 1 — 

(>— tX«+|X*+ “Xi+fXH-nX^^)* 6 -» 

unde per evolutionem nafeitur 


o = lH — 


- + - 
1 4 

— &c. 

IO ■* 



ubi binarius habet fignum -f- ; reliqui numeri primi omnes 
fignum — . Simili modo quoque erit 


C k p. 

XV. 


1 
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I 

°“(i+f)(x— |)(i— Y )( i+y) ( i 4 -n)(i+rj ) & c .. 

unde oritur ifta Series 


i , > . ' , 1 r 

0==I _ _ +T + _ + T — 

I 


— &c. , 

IO ’ 



ubi omnes numeri primi , prxter 3 & 5 , habent (igmlm — . 
In genere autem notandum elt , quoties omnes numeri primi , 
exceptis tantum aliquibus, habebunt lignum — , fummam Seriei 
fore = o. Contra autem quoties omnes numeri primi , 
exceptis tantum aliquibus , habebunt lignum , tum fummam 
Seriei fore infinite magnam. 


291. Supra etiam ( 176 ) fummam dedimus Seriei 

^ ^ i 1 i i 1 1 i 1 1 1 | 

z n 5 n 7 a 8 ;1 io n n B 

- L &c. , 

• 3 " 


fi fiicrit n numerus impar : Erit ergo 

E A = E — - + - I_ + 1 


i n 4" 8" 10" i 4 n 


&c. , 


B 


qux addita dat 

= (1 + X ) A = i — E + ± ? — | — I L. + 

i” 5" 7 n ii" ij" I 7 n 

+ J &c. 

ip" 23 n Z) n 

B = - — H — - — &c. , addatur , 

n n n n n ' ' 


5 


S 


25" 35" 

erit 


55 


C — 
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C=(i+-L)B=H~I — J _ '- + -L- Ca* 


— &c. 


17 


>9 


— C = - — 1 — ^ - + &c. , fubtrahatur , 

7 n 7 n 49" 77" 

erit 


D = (i-'K = < '- + 1 + — — &c. . 

• j n ii” 13” 17” 19” 

Ex his tandem iet 



ul)i numeri primi unitate excedentes multipla fenarii habent 
lignum — , deficientes autem fignum +. Eritque 


A = - 


2 n +* 5" + i 



ii” 13 ” 

1 1” -j~ 1 13” — i 


&c. . 


293 . Confideremus cafum n = 1 , quo A = 

eritque 

» L i 1 1! y !Z '! 

— 3 • 6 • 6 • 11 • II • id * I& • Kt ' » 


3 V 3 ’ 


ubi in numeratoribus poft 3 occurrunt omnes numeri primi , 
denominatores vero a numeratoribus unitate diferepant , funt- 
que omnes per 6 divifibiles. Ciftn jam fit 

T* _4_ 9 L-J 7j_Z l '- 11 M- n o. r 

6 3 " 8 ' 4. 6 • 6. 8 • 10. 11 ‘ 12. 14 ’ » 

erit , hac expreffione per illam divifa , 

9. J. 11 n 17 19 e,- 

z~ — 4 • 4 * '8 • IO • 14 • 16 • IS • KC - » 


Euleri Introduci, in Anal. infin. 


I i 
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ubi dcnominatores non funt per 6 divifibiles. Vel erit 


T 

5 

7 

15 . n 

17 

19 25 

. &c. 

1 V 3 

6 

r • 6 

11 * 12 

‘ 18 

• ',S • 24 

2 ff 

1 

7 

il ii 

17 

19 M 

. &c. 

3 V 3 

4 

' * 8' 

IO * 14 

i 5 

20 ' 22 



quarum hsc per 

illam divifa dat 

JL — L 

3 4 

6 

* ‘8 * 

11 11 
10 14 ’ 

i 8 

l6 

l8 24 

20 * 22 * 

&c.. 




feu 



-± - 
1 

_ j_ 
2 

x 

4 

6 6 
5 ‘ / 

9 

Y * 

1 . i? 

JO * II 

&c. 


ubi (inguli fralUoncs ex numeris primis 5,7,11, &c. , for- 
mantur , fingulos numeros primos in duas partes unitate dif- 
ferentes dilpefcendo , & partes per 3 divifibiles conflantor pro 
muneratoribus fumendo. 


294. Quoniam vero fupra vidimus elTe 

* 15 7 tt n 1 7 ,o. r 

4 — '4 * 4' * Y ' 11 • ii ‘ 16' * ’ 

feu 

_5_ ± 7 »* ii * 7 19 Crr 

■ • n • • t / • • WV»» • 

3 4 8 11 12 16 20 

fi fuperiores * ■■ & -i— per hanc dividantur , orietur 
r >VJ JV) r 

A 4 JL i° 14 *- r 

2 J 3 9 9 *5 ‘5 

1 6 1 ii i? ?? 

V 3 5 7 11 >9 13 2 9 

In priori expreflione frafliones formantur ex numeris primis 
formae nm + ( 5 +i , in pofteriorc ex numeris primis forma: 
J2/7J + 1 , fingulos in duas partes unitate diferepantes difpef- 
cendo , & partes pares pro numeratoribus , impares vero pro 
denominatoribus fumendo. 
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195. Contemplemur adhuc Seriem fupra inventam ( 179), C. A p* 
qua: ita progred -1 atur L_ 


1 


+ 


= j + JL _ JL _ _L -j- -1 4- _! 

2 V z 1 i 5 7 9" 

&c. = A , erit 

±A= - - + - + - 1 - — 

3 3 9 „ , '5 11 »7 ^ ‘33 

&c. : fubtrahatur 

* 1 \ yf j 1 1 , 1 i . r . y 

t 1 J J 1 f 7 T" 11 * j V »9 

&c. = R 


- - B = — 

5 S 


&c. 

35 55 


addatur , erit 

( 1 + JL ) R = 1 — - + — — + — &c. = C : 

v 1 5 ' 7 1 11 13 1 17 

ficque progrediendo tandem pervenietur ad 


* 

iy 


;- i (i-j)d+f) d+y) (I — i)(i + f 3 > 


( I ) ( I — ) &c. 

' 17 / ' 19 ' 


libi figna ita fe habent , ut numerorum primorum forma; 
8 <m + 1 , vel 8 m + 3 , figna fint — ; numerorum primorum 
vero forms 8 m-\- vel 8 m + 7 , figna fint + • Hinc ita- 
que erit 


__ X 

21/2 2 


IX 

IO 


n 

»4 


11 

16 


19 

18 


y 

24 


&c. 


ubi omnes denominateres vel divifibiles funt per 8 , vel tan- 
tum funt numeri impariter pares. Cum igitur fit 


== - 2 - 
X 

2 


i L ii 11 1Z i? 11 Rrr 

4 • 8 * II * 12 * 16 * 20 * 24 * 

X X 11 >3 'X 1 ? 11 

6 ‘6 ‘ io * 14 ‘ 1S ' 18 * 11 

& 

I i i 


&c. , 
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252 DE SERIEB. EX EVOLUT. FACE. CRTIS. 

** i_3 *• ? 7 j_ 7 It. ti »v n e. 

B 2. 4 ‘ 4. 6 ‘ 6 . 8 ’ 10. 12 * 12. 14 ' ’ 

erit 

* i J_ 7 ii I? '7 i? i? e rr 

ubi nulli denominatores per 8 divifibiles occurrunt , pariter 
pares vero adfunr , quoties unitate differunt a numeratoribus. 
Prima vero per ultimam divifa dat 

1 _i_ 3 A 9 10 11 &• 

1 — T • 3 • 4 • T • 7 • 8 * 9 * «i ' ’ 

qu® frafliones formantur ex numeris primis , fingulos in duas 
partes unitate diferepantes difpefcendo , & partes pares ( nili 
fint pariter pares ) pro numeratoribus fumendo. 

295. Simili modo reliqux Series , quas fupra pro expref- 
fione arcuum circularium invenimus ( 179 &Jeqq . ) in Fa&ores 
transformari poffunt , qui ex numeris primis continuantur. Sic— 
que nuikx alix infignes proprietates tam hujufmodi Factarum , 
quam Serierum infinitarum erui poterunt. Quoniam vero prx- 
cipuas hic jam commemoravi , pluribus evolvendis hic nou 
immorabor. Sed ad aliud huic affine albumentum procedam. 
Quemadmodum fcilicet in hoc Capite numeri , quatenus per 
multiplicationem oriuntur , funt confiderati , ita in fequenti 
generatio numerorum per additionem perpendetur. 
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C A P. 

■ * — XVI. 

CAPUT XVI. 

De Partitione numerorum. 

197. Proposita fit ifta expreftio 

(1 +x*^)(i +* C {)(i + -v v { ) ( t + + x‘{)&<?., 

quae cujufmodi induat formam , fi per multiplicationem e\ol- 
vatur , inquiramus. Ponamus prodire 

I + P{ -f Qi + Rf '+ SY + &C. , 
atque manifeftum eft P fore funimam Potefiatum 
a* + x C + x y + x f + a* + &c. . Deinde Q eft fumma fac- 
torum ex binis Poteftatibus diverfis , feu Q etit aggregatum 
plurium Foteftatum ipfitts a , quarum Exponentes funt fummx 
duorum terminorum diverforum hujus Seriei 

V j ^9 (^9 tf j & c. 

Simili modo R erit aggregatum Poteftatum ipfius a , quarum 
Exponentes funt fumma: trium terminorum diverforum. At- 
que S erit aggregatum Poteftatum ipfius a , quarum Expo- 
nentes funt fumma: quatuor terminorum diverforum ejufdem 
Seriei -y , 5 t t , &c. , & ita porro. 

198. Singulx h® Poteftates ipfius x , quse in valoribus litte- 
rarum P , Q , R , S , & c. , infunt , unitatem pro coeffi- 
ciente habebunt , fi quidem earum Exponentes unico modo ex 
« > € , y , S , &c. , formari queant : fin autem ejufdem Potef- 
tatis Exponens pluribus modis polfit eife fumma duorum , 


i 


2.54 D E V A R TITIONE . 

Lis. I. tria 11 , plurivmve terminorum Serici a., C, y, ?, i, f:c. , f”m 
'etiam Potelh.s illa cocihcieutcT.i habebit, qii u.ihjtcm ro.ie; 
in fe conific^atur. Sic, ii in vnloie ipfius Q rcp_ru-ur x‘ , 
indici o hoc erit numerum </ c!fe -V d.verfi; modii fummani 
tlaornm terminorum d.vericrum Seriei «. , Q , y , &c.*. Atque 
fi in evolutione Fa&orutn j ropolirorum ccc.r.ar terminus 
Nx n , ejas cocllicions N indicabit quot varis modis nu- 
merus n pulli t clTe fumma rn terminorum diverforuni S_riei 
cl , G> , y , S , 1 , Scc. 

299. Quod fi ergo produdhun propofitum 

( 1 + x * { ) ( 1 + * { ) ( 1 -i- x'i ) ( I + ./{ ) &c. , 
per multiplicationem veram evolvatur, e;< exprelfione relulrante 
flarim apparebit , quot variis modis datus numerus pofTIr effe 
fumma tot terminorum diverforuni Serici a, €, y , e, £, £vc. , 
quot quis voluerit. Scilicet, fi quaeratur quot variis modis nume- 
rus n poffit dfe fumma m terminorum illius Serici diverforuni , 
in exprcflione evoluta quatri debet terminus x" , ejufque 
coefiiciens indicabit numerum quatfitum. 

300. Quo hxc fiant planiora , fit propofitum hoc produc- 
tum c:i Faftoribus conflans infinitis 

(1 + x l) (* + *’{)( 1 + *'?) (1 + **{) ( 1 + *’{)&c. , 
quod per multiplicationem actualem evolutum .dat 
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X+* (x +x* + *' + * 4 + *’ + ** + X 1 -|- a’ 4* X’ +&C.) C A 

-H (*> -j-x" +xx' + ix* 4-31’ +3*" 4- 4*’ 4- 4*"+ ^x"4-&c.) x v r. 

4+(*‘ +* T + 1 *" +3** +4* , ' > +>x'+ 7X 4-‘8r ,! 4-5Cx' < -i-&c.) 

(x^-j-X' -f~ 1 JT ' + ?X '4-)X ,4 4-5 x' -j- 9j’ , 4-|I J ' r 4-! ? . 1 ;’ , ’-}-S; c .) 

+f (x' *4~x ' '+ix’ + )x +?x' °+ ' 0x s '4- 1 }x' *+i 8x : '-f-Sic. ) 
4+(x'+x“+ix ’+3* +5** ’4-7 x' H- ‘ 1 * ‘ +* 4*’ "4-iox* ’+&c) 

-H (* ;r -Hf' , +*x’‘’+3 a: '+5*"+7x"+' ix u 4- [ Sx"-}-Hx'‘4-&c.) 
4+l*'‘+* ,, + l * 3 4-3x :, 4-3x' 0 4-7x 4 '4-*'x'‘4-*5x* , 4-iix , '4-3cc.) 

&c. 

Ex his ergo Seriebus fiatim definire licet quot variis modi? 
propofitus numerus ex dato terminorum 'diverlorum hujus Se- 
riei \ ,1 , 3, 4, 5, 6 , 7, 8, &c. numero oriri queat. Sic , 
fi quaeratur quot variis modis numerus 35 pollit efle fumma 
feptem terminorum diverlorum Serici 1 , x , 3 , 4, 5 , 6, 7, Szc. t 
quaeratur in Serie 3’ multiplicante Poteftatcin x", cjufque coef- 
ficiens 15 indicabit numerum propolitum 35 quindecim variis 
modis .elte funimain feptem terminorum Seriei 1, 2, 3,4, 5, 
6,7,8, &c. 

301. Quod fi autem ponatur 7=1, & fimiles Potefiarcs 
ipfius x in unam fummam conjiciantur , feu , quod eodem 
redit , fi evolvatur hxc exprelfio infinita 

( I 4- X ) ( I 4- *’ ) ( I 4- x ' ' ) ( r 4- X* ) ( I -(- x’ ) ( I 4- X* ) &c. , 

•quo facio orietur hxc Series 

I 4- x 4- x' 4- ix’ + x X 4 + 3x' 4- 4+ 4- 5 x’ 4- 6x* 4- &c. , 

ubi quivis cceili ciens indicat , quot variis modis Exponens 
Potellatis ipfius x conjundhe ex terminis diverfis Seriei 1 , x , 

3 , 4 , 5,6,7, &c. , per additionem emergere poflir. Sic appa- 
ret numerum 8 fex modis per additionem diverforum nume- 
rorum produci , qui funt 

8 = 8 8 = 54-3 

8 = 74-1 8 = 54-24-1 

8 = 64-2 8 = 44-3 + 1 




l 
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2 . 5 6* DE PARTITIONE 

I- 1 n. T. ubi notandum eft numerum propofitum ipfum fimul computari 
debere , quia numerus terminorum non definitur , ideoque uni- 
tas inde non excluditur. 

301. Hinc igitur intelligitur , quomodo quifque numerus 
per additionem diverforum numerorum producatur. Conditio 
autem diverfitatis omittetur , fi Fadorcs illos in rlenominato- 
rem tranfponamus. Sit igitur propofita liate exprellio 

T 

(1 — J ) ( t — / p ) ( 1 X 7 f ) ( I — X r 1 ) ( I — v' { ) &c. , 

quas per divifioncm evoluta det 

1 + P { + Q { ' +R { ' + Sf + &c. . 

Atque manifeftum cft fore P aggregatum Poteftatum ipfius x , 
quarum Exponentes contineantur in hac Serie 

a. , Q , y , $ , f, ^ , » , &c. . • 

Deinde Q erit aggregatum Poteftatum ipfius x , quarum Ex- 
ponentes lint fumma; duorum terminorum lntjus Seriei 3 live 
eorundem five diverforum. Tum erit R fumma Poteftatum 
ipfius x , quarum Exponentes ex additione trium terminorum 
illius Seriei oriantur ; & S fumma Poteftatum , quarum Expo- 
nentes ex additione quaruor terminorum in illa- Serie conten- 
torum formantur , & ita porro. 

303. Si igitur tota expreffio per fingulos terminos explice- 
tur , & termini fimiles conjundim exprimantur , intelligetur 
quot variis modis propofitus numerus n per additionem m 
terminorum , five diverforum five non diverforum , Seriei a. , C, 
y , £ , f, &c. , produci queat. Quxratur fcilicet in ex- 
preffione evoluta terminus x" , cjufque coefficiens , qui fit 
N, ita ut totus terminus fit = Nx n , ajque coefficiens N 
indicabit quot variis modis numerus n per additionem m ter- 
minorum 
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fninorum in Serie a , 6, y , $ , e , &c. , contentorum produci C a p. 
queat. Hoc igitur pacto quxftio priori , quam ante fumus con- x VL 
templati , fimilis refolvetur. 

304. Accommodemus hic ad cafum inprimis notatu dig- 

num , fitque propofita hic expreflio 
r 

C» (» — *‘?H * — ) (.* — X*J ) (. 1 — *'j)6c c. , 

qui per diviGonem evoluta dabit 
»-h ( z +*’+ *' -(- x' + x' -+- x' 4- x' + I* + x* -f&c.) 

-h-x' +3*' + 3 *’ + 4** 4- 4* 4 + 5*'°+&c-) 

+)x' + 4 i T +fx’ + 71 ’ -|- gx^-Hox^&c.) 

"H* T ~\~) x> + 6 *’ 4- 9 x'°-j-i!x , ’ 4 -i?j: , * 4 -&e-) 

-fT(x’-)-x‘-)-ix 7 -+- 3 X® +?x* 47*'°4- | 0 ^' , 4- I 3ar , *4-‘8i’ , 4-&c.) 

*H' +3*’ +'iJ: , °-f-7x"+iix ,, -i-/4x"-j-2.ox , '-j-&c.) 

+4’(* , +**4-»** +•!* "-H*' '+7x' *4-> >*' '+ 1 $*' 4 -i-nx"4-&c.) 
4^ , (x , 4-*’+ 1 * ,4 +3x' , 4-5* ,, +7*' , 4-««* ,4 4-»S* ,, -i-ii* , ‘4-&c.) 

&C. , 

Ex his ergo Seriebus ftatim definire licet quot variis modis 
propofitus numerus per additionem ex dato terminorum hujus 
Seriei 1 , x , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , &c. , numero produci queat. 

Sic , fi quiratur quot variis modis numerus 13 oriri poffit 
per additionem quinque numerorum integrorum , fpedtari de- 
bebit terminus x" , cujus coefficiens 18 indicat numerum 
propofitum 13 ex quinque numerorum additione ocflodccim 
modis oriri pofle. 

305. Si ponatur 3=1, atque fimiles Potefiates ipfius x 
conjun&im exprimantur , hic exprellio 

I 

(I — *) (x — *•) (1 — X') (1 — x') (I X’) (I x' ) &C- t 

evolvetur in hanc Seriem 
Euleri Introduci, in Anal. injin, K k 
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LiB. I- 1 + * + IX 1 + 3x' + fx' +7x' + nx‘ + 15 x' + 11. r* &c. , 
in qua quilibet cocfficiens indicat , quot variis modis Exponens 
Fote (latis adjundx per additionem produci queat ex numeris 
integris , live aqualibus live inxqualibus. Scilicet ex termino 
1 i.v* cognofcitur numerum 6 undecim modis per additionem 
numerorum integrorum produci poffc , qui funt 

6 = 6 6 = 3 “I - 1 “I - 1 + * 

6 = 5 + 1 6 = 1 + 1 + 1 

6=4 + 1 6 = i + i + i + i 

6 = 4 + 1 + 1 6 = i + i+ i + i + * 

6=3+3 6=i+i+i+i+i+i 

6 = 3 + 1 + 1 

obi quoque notari debet , ipfum numerum propofitum , cum 
in Serie numerorum 1 ,1,3,4, 5 > 6 » & c * » propoli ta conti- 
neatur , unum modum prxbere. 

305. His in genere expofitis , diligentius inquiramus in 
modum hanc compolitionum multitudinem inveniendi. Ac 
primo quidem confideremus eam ex numeris integris compo— 
litionem , in .qua numeri tantum diverli admittuntur , quam 
prius commemoravimus. Sit igitur in hunc finem propofita’ 
hxc expreflio 

Z = ( 1 + *; ) ( 1 + x* { ) ( 1 + x \ ) ( 1 + x 4 f) ( 1 +.r\-) &c. , 

qux evoluta dc fecundum Totefiates ipfius £ digefla .prxbeac 

Z = 1 + P{ + Q{* + Pf’ + 5 :{ 4 +Z’{' + &c. , 

ubi methodus defideratur has ipfius x Fundiones P, Q, R, 
S, T, &c. , expedite inveniendi , hoc enim pado quadtioni 
propcf.tx convcnicutiffime fatis fiet* 
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307. Patet autem , fi loco { ponatur x { , prodire C. a r. 

O + **{) (1 + *'?) ( 1 + * 4 ?) (1 + *'{) &c. = yz f — — — 

ergo, pofito xf loco \ , valor producti , qui erat Z , abibit in 

— ^ ; ficque , cum fit 

* Z = 1 + P { .+ + R { ' + S? + &c. , 

erit 

rfji — 1 + Px t + C )v ‘{‘ -+- Rx '{' + Sx '{ + &c. , 
multiplicetur ergo actu per 1 4-xj, atque prodibit 
Z = x + Px{ + Qx'{' + Rx’f’ + Sx'f ■+■ &c. 

+ x{ + Px\‘ + Qx’{’ + Rx\' -f &c., 
qui valor ipfius Z cum fuperiori comparatus dabit 
P = -^-,- Q=^-, i R=-9 x - l ;S = ^- X - A &c.. 
Sequentes ergo pro P , Q, R , S , &c. , obtinentur valores 


P = 


<2 — C7=7H«— *•) 

„» 

R 


(i x)U X‘)(.l X’) 

5 =(I—X)(»—X> )(*—*■) (! — *•) 


T = 


(I X) l 1 — i'J(| — 3 ’H 1 *’ ) 

&c. 


308. Sic igitur feorfiin unamquamque Seriem Potcflatum 
ipfius. x exhibere pofiumus , ex qua definire licet , quot 
variis modis propofittis numerus ex dato partium integrarum 
numero per additionem formari pofiit. Manifeftum autem porro 
ell has lingulas Series elTe recurrentes , quia ex evolutione 

Kk t 
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1*0 DE PARTITIONE 
Iib. I. Functionis fractas ipfius x nafcuntur. Prima fcilicet exprefTIo 
P = i x ■■ , dat Seriem geometricam 

x + x' + x' + x 4 -f- x' + x‘ + x’ + &c. , 
ex qua quidem manifeftum eft quemvis numerum femel in 
Serie numerorum integrorum contineri. 


309. Expreflio fecunda ^ > dat ^ anc Seriem 

x' + x* + i* 1 + ix* -+■ 3^’ -J- 3 X> + 4 X ’ + 4 - v '° -f- &c. , 
in qua cujufvis termini coefficiens indicat quot modis Expo- 
nens ipfius x in duas partes' inasquales difpertiri poflir. Sic 
terminus 4*’ indicat , numerum 9 quatuor modis in duas par- 
tes inaequales fecari pofTe. Quod fi hanc Seriem per x' divida- 
mus , prodibit Series , quam p rabet ita fractio ^ ^ — — , 

qua; erit 

r ’+ x + ix’ + ix r + 3x* -f- 3V -f- 4.X" 4*’ + &c. , 

cujus terminus generalis fit = Nx n ; atque ex genefi hujus 
Seriei intelligitur coefficientem N indicare , quot variis modis 
Exponens n ex numeris 1 & a per additionem nafei quear. 
Cum igitur prioris Seriei terminus generalis fit = Nx n ~^~* » 
deducitur hinc iftud theorema. 

Quot variis modis numerus n per additionem, ex numeris 1 & a- 
produci potejl , totidem variis molis numerus n -f- 3 in duas 
partes inatquales fecari poterit . 


310. Expreflio- tertia xi — * — rr-, rr in Seriem 

, , . (» x)(i *■)(» x') 

evoiuta dabit 

x‘ + x + ix* + 3 x* + + ,x ' + 7 x" + $x" + &c., 

in qua cujufvis termini coefficiens indicat quot variis modis 
Exponens Potctatis x adjuncta: in tres partes inatquales difper- 
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tiri poffit. Quod fx autem hxc fraftio ^ 1 x Tj 

evolvatur , prodibit hxc Series 

i + x + ix’ + 3*' + 4*' + f x ' + 7* + 8x T + &c. , 

cujus terminus generalis fx ponatur = Nx n , coefficiens N indi- 
cabit quot variis modis numerus n ex numeris i , i , 3 , per 
additionem produci poffit. Cum igitur prioris Seriei terminus 
generalis fit Nx nJr6 , fequetur hinc illud theorema. 

Quot variis modis numerus n .per additionem ex numeris 1 , 
1,3, produci potejl , totidem variis modis numerus n -j- 6 in 
tres partes inxquales Jecari poterit. 

3 11. ExprefTio quarta , )u _^ «'* 

Seriem recurrentem evoluta dabit 

x'* + x" + u" -f- 3 a :' 1 + 5 x* -f- 6 x’' + 9 x'* + &c. i 
in qua cujufvis termini coefficiens indicabit quot variis modis 
Exponens Potellatis x adjunclx in quatuor partes inxquates 
dilpcriiri poffit. Quod fx autem hxc expreffio 

, t-s rr 7 n rr evolvatur , prodibit 

(1 x) ( I X‘)C« x )ti x 1 ) * r 

fuperior Series per x'° divifa , nempe 
1 +r+iJt' + jx’ jx‘ -f- 6x' + 9X 5 + nx 7 -f- &c. , 

cujus terminum generalem ponamus = Nx" ; atque hinc 
patebit coefficientem N indicare , quot variis modis numerus n 
per additionem oriri poffit ex his quatuor numeris 1,1,3, 
4. Cum igitur prioris Seriei terminus generalis futurus lic 
= Nx n + l °, deducitur hoc theorema. 

Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl 


\ 


C A t. 
XVI. 
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Lib. I. ex numeris i , z , 3 , 4 , totidem r uriis modis numerus n + xa 
in quatitor partes inaequales Jecari poterit. 

•511. Generaliter ergo, li hic expreflio 

. 1 

( I x) ( I — x‘) ( I — x') ( I — x m ) 

in Seriem evolvatur , ejufque terminus generalis fuerit = 
Nx n , cocflidens N indicabit , quot variis modis numerus n 
per additionem produci poffit ex his numeris 1 f z , 3,4 

m. Quod fi auteni luee expreflio 

m(/w4* 1 ) 

x i 

(i — x) ( 1 — x’ ) ( 1 — x' ) ( 1 — x m ) 

in Seriem evolvatur , erit ejus terminus generalis = 

m ( m -j- 1 ) 

Nx n ' 2, : atque hic coefTiciens N indicat quot 

variis modis numerus n + r ^ y -— ■ in m partes imquales 

fecari pellit , unde hoc habetur theorema. 

Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl 

ex numeris 1 , z , 3,4 m , totidem modis numerus 

n + — -y- - in m partes ineequales Jecari poterit. 

313. Ex pofita partitione numerorum in partes imquales," 
perpendamus quoque partitionem in partes , ubi squalitas par- 
tium non excluditur ; qui partitio ex hac exprelfioue origi- 
nem habet 

7 1 

(1 X{) (1 — x\) ( 1 — x\) (I — *"i) (1 x'Q&c. i 

Ponamus evolutione per divifionem inflituta prodire 

z ~ I + P { + Q { ' + R { ' + S? + T{ + &c. . 
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Perfpicuum autem eft , fi loco j ponatur x ^ , prodire 

(i— r;) (i *’?) C 1 x '\ i ( 1 x\)£ic. x {) 

Facta ergo in Serie evoluta eadem minatione fiet 

(i — x^)Z=i+ P*{ + Q x ‘{' + Rx’{' + Sx A { -f- &c. : 

Multiplicetur ergo fuperior Series pariter per (i — x^)j eritque 

( i — xi ) Z = i + P i 4- + Ri' + + &c. 

— xp — Px£ — Qx{' — Rx^' — &c.. 

Comparatione ergo init; ruta orietur 



unde pro P , Q, R , S , &c. , fequentes valores proveniunt. 


X 

I X 

x 1 * 

(I XJ (l — X ) 

y' 

(I 7) (i x‘) (i X ) 

X« 

(i — X) X*) (I — X ') (i — I') 

SiC. 

314. Exprefliones ifii 3 fuperioribus aliter non diferepant , 
ni fi quod numeratores liie minores habeant Exponentes quam 
cafu pricedente. Atque hanc ob rem Series , qui per evo- 
lutionem nafcuntur , ratione coellicientium omnino convenient , 
qui cor.venieatia jam ex comparatione ( §. (j. 300 & 304. ) 
pcrfpkitur , nunc vero demum ejus ratio iutcuigiur. Hinc 
ergo omnino finulia theoremata confcquentur , qui lunt. 



C a r. 
XVI. 
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Eib- !• Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl 
~ ex numeris 1,2, totidem modis numerus n + 2 in duas partes 
difpertiri poterit. 

Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl ex 
numeris 1,2,3; totidem modis numerus n + 3 in tres partes 
dijpeniri poterit. 

Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl ex 
numeris 1 , 2 , 3 , 4 , totidem modis numerus 11+4 in quatuor 
partes difpertiri poterit. 

Atque generaliter habebitur hoc theorema : 

Quot variis modis numerus n per additionem produci potejl ex 

numeris 1, 2,3, m, totidem modis numerus n + m 

in m partes dfpertiri poterit. 

315. Sive ergo quxratur quot modis datus numerus in m 
partes inxquales , five in m partes , squalibus non exclufis , 
difpertiri poflit , utraque qurftio refolvetur fi cognofcatur 
quot modis quifque numerus per additionem produci poflit cx 

numeris 1,2, 3,4 m , quemadmodum hoc 

patebit ex fequentibus theorematibus , qua: ex fuperioribus funf 
derivata. 

Numerus n tot modis in m partes inaequales difpertiri potejl , 
<quot modis numerus n — ™ ( m ~1~ 1 ) additionem produci po~ 
tejl ex numeris 1 , 2 ,' 3 , 4 m. 

Numerus n , tot modis in m partes five aquales Jive inaequales 
dijpertiri potejl quot modis numerus n — m per additionem pro-» 
duci potejl ex numeris 1 , 2 , 3 m. 

Hinc porro fequuntur hsc theoremata. 

Numerus n totidem modis in m partes inaquales fecari potejl . 
quot modis numerus n — ^ in m partes , five aquales 

five inaquales , difpenitur , 

Numerus 
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Numerus n totidem modis in m partes , ftve inaequales five 
aquales , ficari potejl , quot modis numerus n -j- — ' m ~ in m 

partes inaequales difpertiri potefl. 

31 6. Per formationem autem Serierum recurrentium inve- 
niri poterit , quot variis modis datus numerus n per additio- 


nem produci poffit ex numeris 1 , 2 , 3 m. Ad hoc 

enim inveniendum evolvi debebit fra&io 
1 

( 1 — x) ( 1 — x‘) ( 1 — x’ ) (1 — x m ) 


atque Series recurrens continuari debebit ufque ad terminum 
Nx n , cujus coefficiens N indicabit , quot modis numerus n 

per additionem produci poflit ex numeris 1 , i, 3, 4, m . 

At vero hic folvendi modus non parum habebit difficultatis 
fi numeri m & n fint modice magni ; fcala enim relationis , 
quam prasbet denominator per multiplicationem evolutus , ex 
pluribus terminis conflat , unde operofum erit Seriem ad plures 
terminos continuare. 

3 17. Ha:c autem difquifitio minus erit molefla , fi cafus 
fimpliciores primum expediantur , ex his enim facile erit ad 
cafus magis compofitos progredi. Sit Seriei , qua; ex hac 
fra&ione oritur , 

. 1 

(1— x) (1 — x‘) (1 — x') (t — x m ) 

terminus generalis' == Nx n ; at Seriei ex hac forma 


(1 — *) (1 — x') (1 — x ') (1 — x m ) 

orts terminus generalis fit Mx n , ubi coefficiens M indica- 
Euleri Introduci, in Anal. infin. L 1 
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!- tb - bit quot variis modis numerus n — m per additionem produci 

~ poflit ex numeris 1,1,3, /n. Subtrahatur pofte- 

rior expreflio a priori , ac remanebit 

t 

O— *) (i—**) (1— f') ; • (1— 

atque manifeflum eft Seriei hinc ortas terminum generalem fu- 
turum eflc (iV — M ) x n ; quare coefficiens N — M indicabit 
quot variis modis numerus n per additionem produci poflit ex 
numeris 1,1,3, (/n — 1). 

318. Hinc ergo fequentem regulam nancifcimur. 

Sit L numerus modorum , quibus numerus n per additionem 

produci potefi ex numeris 1,1,3, ( m — 1 )> 

Sit M numerus modorum , quibus numerus n — m per addi- 
tionem produci poteft ex numeris 1,1,3, m. 

Sitque N numerus modorum , quibus numerus n per addi- 
tionem produci potefl ex numeris 1 , 1 , 3 m. 

His pofitis, erit, ut vidimus, L=N — M ; ideoque N=. 
L -j- M. Quod fi ergo jam invenerimus quot variis modis 
numeri n & n — m per additionem produci queant, ille ex 


numeris 1,1,3, ( m — 1 ) , hic vero ex numeris 1 , 

1,3, m ; hinc addendo cognofcemus , quot 

variis modis numerus « per additionem produci queat ex 

numeris 1,1,3, m • Ope hujus theorematis a 

calibus fimplicioribus , qui nihil habent difficultatis , continuo 
ad magis compofitos progredi licebit , hocque modo tabula 


hic annexa efl computata , * cujus ufus ita fe habet. 

Si quaeratur quot variis modis numerus jo in 7 partes inae- 
quales difpertiri poflit ; fumatur in prima columna verticali 
numerus $0 — ZJ* = 12 t horizontali autem fuprema nu- 
merus romanus VII ; atque numerus in angulo pofitus 511 
indicabit modorum numerum quxfitum. 

■* Vide Tai. pag. »75. 
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Sin autem quaratur , quot variis modis numerus 50 in 7 C a r. 

partes , five aquales five inaquales , difpertiri polfit , in prima 1 

columna verticali fumatur numerus 50 — 7 = 43 , cui in 
columna refpondcbit numerus quafitus 8946. 


319. Series hujus tabula verticales, etfi funt recurrentes , 
tamen ingentem habent connexionem cum numeris naturalibus , 
trigonalibus , pyramidalibus & fequentibus , quam paucis ex- 
ponere opera pretium erit. Quoniam enim cx fra&ione 

r— t r oritur Series 1 + x + zx' + zx' + zx 4 4 - 

( I X ) (1 xx) 11 1 1 

3 a.' + &c. , ac proinde ex fractione ■■■ ^ ^ hac 

x + x' + zx' + zx 4 4 ~ 3*' + 3-v‘ 4 - &c. . Si dua ha Series 
addantur , nafeitur illa 

1 + zx + 3x* + 4x' + 5X 4 <>x' 4 - 7x‘ 4 - &c. , 

qua per divifionem oritur ex fra&ione - 7 ^— s = 

^ t T ; unde patet Serici poftrema terminos numericos 
Seriem numerorum naturalium conftituere. Hinc ex Serie ta- 
bula fecunda addendo binos terminos proveniet Series nume- 
rorum naturalium , polito x= 1. 

i 4 -i 4 -z 4 - 2 - 4-3 + 3 + 44-4 + 5 + 5 + 64 - 64-&c. 
x 4 - 1 + 3 + 4"!'5+ 6 + 7 + 8 + 9+io4-ii 4-12-4- &c. 
Vicilfim ergo ex Serie numerorum naturalium fuperior inve- 
nitur , fubtrahendo quemque terminum Seriei fuperioris a ter- 
mino inferioris fequente. 


310. Series verticalis tertia oritur ex fra&ione 


Cum autem fit 


(I x) (1 XX ) (i X > )' ” (. I x)’ 

■ f '^ r ' ( ^ — rr , manifellum eft , fi primo Seriei 

(,1 x)ll xx)(l x' ) ’ * « 

L 1 z 


•j 
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Li b. I. ilHus terni termini addantur , tum bini hujus novae Seriei denuo 
addantur , prodire debere numeros trigonales , id quod ex fchc- 
mate fequente apparebit. 

1 + 1+1+ 3 + 4 + *+• 7 -b 8 + 10+U+14+16 + 19&C. 
1 + 1+4+ 6 + 9+ ,1- h 4 “ xo-j- 15 -t-30-l- 36 + 41 +49 &c. 

x -j— 3 -f- 6 4 - 10-i-iS 4 - i* + 18 4 - 36-1-45 + 4S Hh 66 +78 + 91 &c.. 

Viciflim autem apparet quomodo ex Serie trigonalium erui 
debeat Series fuperior. 

311. Simili modo , quia Series quarta oritur ex fractione 

l er i t (»+*;.' ' (-*+**) ( ■ + J +1-3+* 1 ) 

(1 X/(| arjrJ(i **A> * 4 )’ *A* ■“)(* *')(» ■* ) 

= ^ i 1 Si in Serie quarta primum quaterni termini 

addantur , tum in Serie refultantc terni , denique in hac bini , 
prodibit Series numerorum pyramidalium uti ex fequenti cal- 
culo videre licet. 

* + i + i+ 3 + 5+ 6 + 9+ n + 15 + 18+ 14+ 27 + &C. 

i+x-h 4 "i“ 7 - 4 - ** '6-j— 14-+- 31 + 41+- 53 + 67 -f- 83 + &C. 

« + 3 + 7+'3 + il + 34 -t-?°+ 70 + 9?-h ll 1 + ,6l +ioj-(-&c. 

1 + 4+ 10 + Z0 + 3 5 -(- 56 -f- 84 + 110+165 + il0 + 1-86 + 364 + &c.. 

Simili autem modo Series quinta deducet ad numeros pyra- 
midales fecundi ordinis , fexta ad tertii ordinis & ita porro. 

311. Viciflim igitur ex numeris figuratis ili® ipfi Series, 
qui in tabulis occurrunt , formari poterunt , per operationes , 
quae ex infpeftione calculi fequentis fponte elucebunt. 
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»+ 2 +3+4 + 5+6 + 7 + 8 + 9 + »° + &c. 
i+i4- 2 + 2 +3+3 + 4 + 4 + 5 + 5+ &c. II 


r+3+6 + i°+i5+ 11 + 28 4-3 6 + 4J 4" 55 4* &c. 

1 + 2-I- 4 4- 64* 9 4- 11 4- 16 4- 10 4- *s 4” 3 ° 4- &c. 

» + 1 + 1 + 3 + 4 + ? 4- 7 4 8 4- 10 4- 12 4- &c. III 


1 4- 4 4" IO 4* 10 4“ 31 + 58 4- 8 4 4- , io4- 165 4" 113 + &c. 

1 + 34- 7 + 1 3 4- 22 + 34 + 50 + 7° + 95 + ,2 5 + &c. 

« 4- 2 + 4+ 7 + 11 + » 6 + 2 3 + 3‘ + 4‘ + 53 + &c. 

14-14- i-J- 3-4 5+ 6 + 9 + 11 + >5 + »8 4- &c. IV 


, + 5 + , 5 + 35+7°+ 128 + 1,0 + 33° + 495 + 7 1 ! + &c. 

* + 4 + « 1 + H + 48 + 80 4“ 1 3° + 100 + J-95 + 41° + &c. 

* + 3 + 7+'4 + 2 5 + 4'+ 6 4 + 95 + 1 i 6 + ' 89 + &c. 

* + i + 4 + 7 + * 2 + 18 + 2 7 + 3 8 + 53 + 7' + &c. 
t+t+ 2 +3 + 5+ 7+ ,0 + 13+18+ 23 4~ &c. V 

&c. 

In his ordinibus primi Series funt numeri figurati , unde fub- 
trahendo quemvis terminum Seriei fecundae a termino primae 
fequente formatur Series fecunda. Tum Seriei tertiae bini ter- 
mini conjundHm fubtrahantur a termino fequente Seriei fecun- 
dae , ficque oritur Series tertia ; hocque modo fubtrahendo 
ulterius furnmam trium , quatuor , & ita porro terminorum a 
termino fuperioris Seriei fequente , formabuntur reliqua Series 
donec perveniatur ad Seriem , qua: incipit ab 1 + 1 + i &c. , 
haecque erit Series in tabula exhibita. 

323. Series verticales tabulae omnes fimiliter incipiunt , 
continuoque plures habent terminos communes ; ex, quo intel- 
ligitur in infinitum has Series inter fe fore congruentes. Pro- 
dibit autem Series , qui oritur ex hac fradlione 
1 

(1 — -x) (1 — **) (1 — x')(i — x 4 Ki— x’)(i — *‘K«— x') &CC. 

qui cum fit recurrens , primum denominator fpe&ari debet , ut 


C A p. 

XVI. 


Digitized by Google • 


i 7 o DE PARTITIONE 

L i b. I. hinc fcala relationis habeatur. Quod fi autem Faftores deno- 
minatoris continuo in fe multiplicentur , prodibit 

i — x — x*+x+* T — x" — x'+x“+*“ — x" — *"+*’+&c., 

quae Series fi attentius confideretur , alite Poteftates ipfius x 
adefie non deprehenduntur , nili quarum Exponentes conti- 
neantur in hac formula - - n - n A- n ; atque , fi n fit numerus 
impar , Poteftates erunt negativae ; affirmativa: autem fi n fuerit 
numerus par. 

314. Cum igitur fcala relationis fit 
+ 1, + 1,0,0, — 1,0, — 1,0, 0,0,0,+ 1,0,0,+ 1,0,0, &c.. 
Series recurrens ex evolutione fractionis 


1 

(« — *) ( l — -r‘) (> — x') U — * 4 T C 1 — *') — x‘) (‘ — x') &:c. , 

oriunda erit hax 


I + x + ix' + 3-e' + + yx' + 1 i.v‘ + I 5+ + lix* + 

3o.v* + 41*'° + 5 6x“ + 7 7 x" + ioiat" + 13% x'* + 
iy6x" + + 197X” + 385.+ ' + 49o.v’’ -4-617*’* + 

791*” + iooix” + 1150*’' + 1570*’* &c. . 


In hac ergo Serie coefiiciens quifque indicat , quot variis modis 
Exponens ipfius x per additionem ex numeris integris oriri 
queat. Sic numerus 7 quindecim modis per additionem oriri 
poteft. 


7=7 
7~6 + i 
7=5 + 1 

7=5 + i + i 

7 = 4+3 


7=4+1+ 1 
7=4 + 1 + 1 + 1 
7 = 3+3 + ! 

7 =3+1+1 

7=3+1+ i + t 


7==i+i+i+i 


J 




igitized by Cooglj. 



NUMERORUM. i 7 i 

315. Quod fi autem hoc produfhim 
(1 + x)(t + x’)(i + x')(i + x < )(x + *') (1 + x') &c., 


evolvatur , fequens prodibit Series 


1 4 * * 4" *’ 4 " lI ' 4* lx ' 4" 3*' + 4*‘ 4 " 5*’ 4" 4" P** + ior'° + 

&c. , 


in qua quifque coefficiens indicat , quot variis modis Exponens 
ipfius x per additionem numerorum inaequalium oriri pofiit. 
Sic numerus 9 o< 4 o variis modis per additionem ex numeris 
inaequalibus formari poteft. 


9 = 9 

9 = 8 + 1 

9 = 74-4 

9=6+3 


9 — 6 + 1 + 1 

9 = 5 + 4 
9 = 5 4 - 3 4-1 
9 = 4 + 3 + 1 


316. Ut comparationem inter has formas inftituamus , fit 
P = (l— *)(l— — *')(!— X‘)(l — »•)&€., 


& 

Q = (i+x)(l+x’)(l + x')(i + x < )(l+ic , )(l+^)&c., 

erit 

PQ=(t — x‘)(*~x’) (* — 0 (*—*'*) 

&c. , 

qui Fa&ores cum omnes in P contineantur , dividatur P per 
PQ » erit ^ =(1 — x)(i — x') (1 — x’)(i — x’) (1 — x’) &c., 

idcoque 

O — L_ - 

(1 — x) (1 — x) (x — x ) (x — x’) (i- * ) <xc., 

quae fragio fi evolvatur , prodibit Series , in qua quifque coef- 
ficiens indicabit , quot variis modis Exponens ipfius x , per 
additionem ex numeris imparibus produci pofiit. Cum igitur 
haec exprelfio aequalis fit illi , quam in $j. praecedente contemplari 
fumus , fequitur hinc iftud theorcma r 
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L i b. I. Quot modis datus numerus per additionem formari potefl ex 
omnibus numeris integris inter fe incequalibus ; totidem modis 
idem numerus formari poterit per additionem ex numeris tantum 
imparibus , ftve aqualibus ftve incequalibus. 

317. Cum igitur , ut ante vidimus , fit 

P * 1 I 1 T ia 1 1 ■ *a f a* fi 40 1 

= I X X -f-* +X X X +X +X X — x -f" 

&c. , erit , fcribendo xx loco x , 

PQ= i—x—x' +x" + x M — x"- x'°+x" +x" — &c. . 
Quocirca erit hanc per illam dividendo 

q i x’ x^ x^ + r" 1 x“ r'° + &c. 

l X x‘ 4" x ' H~ x ' *“ x" x“ -|- x“ acc. . 

Erit ergo Series Q pariter lecurrens, atque ex Serie ^-ori- 
tur, hanc per 1 — x' — x 4 4- x'* 4" x ' 4 — x”&c. multipli- 
cando. Nempe , cum fit ( 314 ) j, ■ = 1 + x + zx' -f» 
3x' + jx" + 7 x’ 4- 1 ix‘ + 1 jx’ + zix' + 3 ox’ + &c. , 
fi is multiplicetur per 
1 — x* — x 4 4~ x ' 0 4~ *' 4 — &c. > 
fiet 

1 4 - x 4~ 2 x’ 4* 3x' 4" s** 4* 7 x'4* »«x‘ 4- M*’ 4~ 4" 3°x’ 4“ &c. 

— « x' x' 2 i* 3x’ $x s — 7 x’ — 1 ix 8 1 Jx’ — &c. ' 

— x' — x' : — ix‘ — 3X 7 Jx 8 7x’ — &c, 

aut 

1 4* * 4* x’ 4~ 2l ' 4” 1 * < 4” 3 x‘ 4* 4x 8 4* 5*’ 4- ^x 8 4 - 8x’ 4 - 

= Q. Hinc ergo , fi formatio numerorum per additionem 
numerorum , fiye xqualium five inxqualium confiet , deducetur 
formatio numerorum per additionem numerorum inxqualium , 
hincque porro formatio numerorum per additionem numerorum 
imparium tantum. 

318. Reflant iu hoc genere cafus quidam memorabiles , quo- 
rum evolutio non omni utilitate carebit in numerorum natura 
cognofcenda. Confideretur nempe hxc e^preflio 

(1 +x 



( 1 + *) ( 1 +■ *' ) ( » +* 4 ) ( I + X* ) ( I ■+-*'* ) ( I + *' )&C. , 

in qua Exponentes ipfius x in ratione dupla progrediuntur. 
. Hec exprefiio fi evolvatur , reperietur quidem hic Series 

* + x -J- x' +• x' x' -f- x' -+• x‘ -j- x 1 4* x" + > 

quoniam vero dubium efTe poteft , utrum hse Series in infi- 
nitum hac lege geometrica progrediatur , hanc ipfam Seriem 
invcltigemus. Sit igitur 

P=(i + *) (. + *’) (i + *') C. + *’) (I + *■•) & c.. 
ac ponatur Series per evolutionem oriunda 

P = i -f- «x -f- ftt’ •+■ yx' Sx' -J- sx' -J- fr‘ -f- »x T -f- Sx" -j- &c. ; 

Patet autem fi loco x feribatur xx, tum prodire produdum 

(i-fxx) (i + x 4 ) (i + x«) (i-fx'*) (i + x")&c. — : 

\ 1 * * 
facta ergo in Serie eadem fubftitutione erit 

£^-x == 1 + «*’ d* Cx 4 -f- yx* -f- tx • + ix ' 0 -f- fr’* + &c. ; 

multiplicetur ergo per x + x , eritque 
P = I x -f- «x’ -f- ax’ -f" Cx' -j- Cx' + yx‘ -f- yx’ -f* Sx’ + Jx* -J- > 

qui valor ipfius P fi cum fuperiori comparetur , habebitur 
« = I ,• C = x i y = * ,• J 1 = C ; < = c } C = Vi» = V i &c- > 
erunt ergo omnes coefiicientes == i , ideoque produdum pro- 
pofitum P evolutum dabTt Seriem geometricam 

i + x + x' -f *’ + x* -f x’ + x‘ -f x’ + &c. . „ 

319. Cum igitur hic omnes ipfius x Potcftates , fiugulsqu® 
femel occurrant , ex forma produdi (i+x)(i +x’)(i +x")&c., 
fequitur , omnem numerum integrum ex terminis progreffionis 
Jiuleri Introduci, in Anal. infin* M tu 
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geometrici dupla: 1,1,4,8,11$, 31, & c. , diverfis pef 
additionem formari polle , hocque unico modo. Nota eft 
hic proprietas in praxi ponderandi , fi enim habeantur pon- 
dera ,1,1, 4,8, 16, 31, &c. , librarum ; his folis ponderibus 
omnia onera ponderari poterunt , nifi partes libri requirant. Sic 
his decem ponderibus , nempe 1 *•> , 1 lb , 4 16 , 8 ^ , 1 6 16 , 
31 lb , 64^, n8 lb , 156 lb , 511***, omnia pondera ufque 
ad 1014 lk , librari poliunt , & fi unum pondus 1024 lb , 
addatur omnibus oneribus ufque ad 1048 lb , ponderandis ‘ 
fuiBcicat. 

330. Oftendi autem infuper folet in praxi ponderandi pau- 
cioribus ponderibus , qui 1'cilicet in ratione geometrica tripla 
progrediantur , nempe 1 , 3 , 9 , 17 , 81 , &c. , librarum 
pariter omnia onera ponderari polle , nifi opus fit fra&ionibus. 
In hac autem praxi pondera non folum uni lanci , fed amba- 
bus , uti neccflitas exigit , imponi debent. Nititur ergo ifta 
praxis hoc fundamento , quod ex terminis progrefiionis geo- 
metrici tripli 1 , 3 , 9 , 17 , 8 1 , &c. , diverfis femper fu- 
mendis per additionem ac fubtraflionem omnes omnino numeri 
produci queant ; erit fcilicet. 


1 = 1 
1=3 — 1 

3 = 3 

4 = 3 + 1 


5 = 9 — 3 — 1 . 

6 = 9 — 3 

7 = 9 — 3 + 1 

8 = 9 — 1 

&c. 


9 

10 

1 1 
11 


9 

9 + 1 
9 + 3' 
9 + 3 


331. Ad hanc veritatem olteadendam confidero hoc pro— 
du&um infinitum 

( 1 + 1 + x’ ) ( i -3 + 1 + ) ( * - 9 - 1 - 1 ■+• 1 9 ) ( x ~* 7 + 1 + x 1 ) Stc . 

= P , 

quod evolutum alias non dabit Poteftates ipfius x , nifi quarum 
Jixponentes formari poflint ex numeris 1 , 3 , 9, 17, 81 , &c.. 
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frve addendo five fubtrahendo : num vero omnes Poteftates 
prodeant , fingulasque femel , fic exploro. Sit 

P = &c. -j- cx 3 -\-bz ~ 1 + az~ l 4- I + « *' Cx' 4 - > x' 4“ 
/x* 4" 4” &c. > 

jnanifeftum vero eft , fi x' loco x fcribatur , tum prodire 
— = b z ~' 5 4” a x -3 4-* 4- *x' 4-c*‘4-rx’ 4 - &c. ; 

*~ l 4- 1 4- * l 

Hinc igitur repantur P = &c. 

4- 4x 4 4 -jx 3 4 - «x 1 4“ 1 4 - r 4- X 4 - «x‘ 4 - «I 1 4 - «x* 4 - 

fx' 4 - Cx* 4 - cx’ 4 - &c. , 

qua: expreffio cum aflumta comparata dabit 

M = l i C = a ; y = » ; / = « ; » = C ; £ = C ; &c. , & 

* = 1 j b = a , c = a, ii = .1 , £ = b , &c . . 

Hinc itaque erit 

J*=r+X 4- x * 4- x '4-x ‘ 4- x ' 4- * * 4~ * T 4* &=• 
4-x' 1 4- * 1 4- 4 ;' 3 4- 4* * 3 4- x" 4 4 - x 7 4- &c. , 

oinde patet omnes ipfius x Potellates , tam affirmativas quam 
negativas , hic occurrere , atque adeo omnes numeros ex 
terminis progreffionis geometrica: tripis , vel addendo vel 
fubtrahendo , formari polfe } & unumquemque numerum unico 
tantum modo. 


Mm a eu 
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A= a 
B = a. A -j- b 
C = a. B -j- CA -j- c 
U = a.C -f- £ H -f- y A -(- d 
E = a.D-\-QC~\-yB-\-SA~\-e 
&c. 

Terminus autem generalis , fcu coefliciens Poteftatis * in- 
venitur ex refolutione fractionis propofita: in fratftiones fim- 
plices , quarum denominatores fint Factores dcnominatoris 
1 — «.j — — y^' — &c. , uti ( Cap. XIII. ) efl 

oftenfum. 

334. Forma autem termini generalis potiflimum pendet ab 
indole Fa&orum fimplicium dcnominatoris , utrum fint rcales 
an imaginarii , & utrum fint inter fe inaequales & eorum bini 
plurefve aequales. Quos varios cafus ut ordine percurramus , 
ponamus primum omnes denominaroris Fatftores fimplices eunt 
reales efle tum inter fe in^quales. Sint ergo Fa&ores fimplices 
denominatoris omnes (1 — pf)(i — ?{)(• — r {)( 1 — r{)&c., 
ex quibus fra&io propofita in fequentes fiadtiqpes fimplices 

refolvatur — f ? 1 1 - |- &c. . Qui- 

bus cognitis erit Seriei recurrentis terminus generalis = 
( Ap" + Bq n + Cr n + Ds” + &c. ) , quem ftatuamus 

= Pj n ; fit fcilicet P coeiTicicns Poteftatis { , fequentium- 
que Q , R , &c. , ita ut Series recurrens fiat 

A + B { + C { ’ + D { ' + + P{ + Qi+' + + 

&c.. 

33$. Ponamus jam n efle numerum maximum , feu Senem 
recurrentem ad plurimos terminos efle continuatam ; quoniam 
numerorum inaequalium Porci Lues eo magis fiunt inaxjuales , 
quo fuerint alciores j tanta erit divctlitas iu Poteftatibus 


Cap. 

xvir. 
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E- 1B - !• Ap n , E/" , C r* , &c. , ut ea , cjurc oritur ex maximo nume- 
rorum p , q , r , &c. , reliquas magnitudine longe fuperet , pr* 
eaque reliqua: penitus evanefeant , fi n fuerit numerus plane 
infinite magnus. Cum igitur numeri p , q ,r, &c. , finr inter 
fe inaequales , ponamus inter eos p efie maximum ; ac propte- 
rea, fi n fit numerus infinitus, fiet P =zAp n ; fin autem n fit 
numerus vehementer magnus erit tantum proxime P = A p n . 
Simili vero modo erit Ap^ 1 , ideoque ^ =p . Unde 

patet , fi Series recurrens jam longe fuerit produdfa , coeffi- 
rrientem cujufque termini per praecedentem divifum proxime efli 
exhibiturum valorem maxima: litterae p. 

336, Si igitur in fractione propofita 

-j- + &c. 

I a ^ C p y ; ' <f C &c. 

denominator habeat omnes Fa&ores fimplices reales & inter 
fie inaequales , ex .Serie recurrente inde orta cognofci poterit 
unus Faifior fimplex , is fcilicet x — p-{ , in quo littera p om- 
nium maximum habet valorem. Neque in hoc negotio coef- 
ficientes numeratoris a , b , c , d , &c. , in computum ingre- 
diuntur , fed quicunque ii llatuantur , tamen denique idem 
venis valor littera: maximae p invenitur. Verus quidem valor 
ipfius p tum demum innotefeit , quando Series in infinitum 
fuerit continuata ; interim tamen fi jam plures ejus termini 
fuerint formati , eo propius valor ipfius p cognofcetur , quo 
major fuerit terminorum numerus , & quo magis littera ilta p 
excedat reliquas q , r, s , &c. • perinde vero cft utrum h$c 
maxima littera p fuerit figno + an figno — affecta , quoniam 
ejus Poteftates a:que increfcunt, 

337. Quemadmodum nunc hate invefligatio ad inventio- 
nem radicum aquationis cujufvis algebraics accommodari 
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poflit , fatis eft perfpicuum. Ex Factoribus enim denominatoris 
1 — a.{ — — yj' — ${“ — &c. , cognitis facile 

alfignantur radices aquationis hujus 

1 — af — Gj* — y — £ f 4 — &c. Jfe: o , 
ita ut , fi Fa&or fuerit 1 — /){, hujus aquationis radix una 
futura fit ^ . Cum igitur ex Serie recurrente reperia- 

tur maximus numerus p , indidem obtinebitur minima radix 
aquationis 1 — — yj' — &c. = o. Vel , II 

ponatur j = -E ut prodeat hac aquatio 

rrt m 1 p m 1 m 1 o _ 

x — «.x — £.v — yx ’ — &c. = o, 

ejufdem methodi ope eruitur maxima hujus locationis radix 
x = p. 

338. Si igitur proponatur aquatio hac 

m m r P m 1 m ; o._ _ 

x — u.x — &X — yx 1 — &c. = o , 

qua omnes radices habeat reales & inter fe inaquales , harum 
radicum maxima f^quenti modo reperietur. Formetur ex coef— 
fidentibus hujus aquationis fra£fio 

a + + c t’ + Jx' + &~c. ■ 

I a { C y J' tScc. 

Hincque formetur Series recurrens , aflumendo pro arbitrio 
numeratorem , fcu , quod eodem redit , aflumendo pro libitu 
terminos initiales ; qua fit 

A + B { + C { ’ + D ? ’ + + P? + Q{" + ‘ 

dabitque fra&io Q- valorem radicis maxima x pro aquatione 
propofita j eo propius , quo major fuerit numerus n. 


C a r. 
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Exemplum I. 

Sit propofita if.a aquatio xx — 3X — 1 =0, cujus maxi- 
mam radit tm inveniri oporteat. 

Formetur frasftio ^ J ‘ v — — , unde pofitis duobus primis 

terminis 1 , i , orietur illa Series recurrens 

1 , 2 , 7 , 23 , 76 , 15 1 , 819 , 1738 , &c. , 

erit ergo proxime squalis radici squationis propofit? 
maximae. Valor autem hujus fra&ionis in partibus decimali- 
bus exprefliis eft 

3 » 3 01 7744 

aequationis vero radix maxima eft = ^ ^ ' ■ = 

3 > 3 01 77*6 » 

qua: inventam fuperat tantum una parte millionefima. Cete- 
rum notandum eft fraeliones y alternarim vera radice eflb 
majores & minores. 

Exemplum II. • 

Propofita fit ijla aquatio 3X — 4x’ = E- cujus radices exhi- 
bent Sinus trium Arcuum , quorum triplorum Sinus ef = -i-. 

/Equatione perdu&a ad hanc formam o = i — 6x -k + 
8 x’ , qusratur hujus , ut in numeris integris maneamus , 
radix minima , ita ut non opus fit pro x ponere Formetur 
ergo hsc fra&io 

a 4 ~ b x cxz 
1 6 x -y. 8 i 1 

cx qua fumendis pro lubitu tribus terminis initialibus 0,0,1, 

quia 
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quia hoc modo calculus facilime expeditur , orietur hxc Se- 
ries recurrens , omittendis poteftatibus ipfius x quia tentum 
coeflicientibus opus eft , 

o ; o ; i ; 6 ; 36 ; 108 ; 1100 ; 6911 ; 39808 ; 119148. 


Erit ergo proxime aquationis radix minima = = 


= o , 1736515 , qux propterea e(Te deberet Sinus anguli 


179 


io° ; hic autem ex tabulis eft o , 1736481 , quem fuperat 
radix inventa parte — — — . Facilius autem hac eadem radix 

inveniri poteft ponendo x = y » ut prodeat aquatio 1 — 
3 y + y' = o , ex qua fimili modo traftata oritur Series 


C a r . 
XVII. 


o , o , 1 , 3, 9 , 16., 75 , 116, 611, 1791 , 5157 &C. , 

erit ergo proxime aquationis radix minima y = = 

~ — 0 > 347*949 » unde fit * = y y = o » i 73<>479 » <I ui 

valor decies propius accedit quam pracedens. 


Exemplum III. 

* 

Si defideretur ejufdem aquationis propujita o = 1 — 6x k + 
8x' , radix maxitna. 

Ponatur x ■=. , eritque y' * — 3y + 1=0. Cujua^ 

aquationis radix maxima reperietur per Seriem recurrentem 
cujus fcala relationis eft o , 3 — i, unde ergo oritur , fumtis 
tribus terminis initialibus pro arbitrio , 

1, 1 , 1, 1,1, 5,4, 13» 7 » 35 » 8 > 9 S — 11 , &c., 
in qua Serie cum ad terminos negativos perveniatur , id indi- 
cio eft maximam radicem efle negativam , eft enim x = . 

Euleri Introduci, in Anal. irtfin, N n 
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!• fin. 70° = — o, 9396916. Quare hujus ratio in terminis 
initialibus ell habenda , hoc modo 

1 — 1+4 — 7+14 — 2.5+49 — 89 + 171 — 316+605 — &c., 

ex qua erit y = =— | & * ==^1 = — o , 957 , qua: 
a veritate vehementer abludit. 


339. Ratio hujus difTeafus potiflimum eft , quod aequationis 
propolitte ratlices fint fui. io° , Jin. 50°, & — fin. 70°, qua- 
rum bime maxima: tam parum a fe invicem difcrepant , ut in 
Potellatibus , ad quas Seriem continuavimus , fecunda radix 
Jin. 50° adhuc notabilem teneat rationem ad radicem maxi- 
mam , ideoque - prae ea non evanefcant. Hincque etiam faltus 
pendet , quod alternarim valores inventi fiant nimis magni & 
nimis parvi f Sic , fuinendo 




o , 918. 


Nam , quoniam Poteftates radicis maxima: alrernatim fiunt 
affirmativas & negativas , alternarim quoque Poreftates fecundae 
radicis adduntur & tolluntur : quamobrem , quo haec difcre- 
pantia ^it infenftbilis , Series vehementer ulterius debet con- 
rinuari. 


340. Aliud vero remedium huic incommodo afferri potefl , 
tranlinutando aequationem ope idonea: fubfiitutionis irf aliam 
formam , cujus radices fibi non amplius fint tam vicina:. Sic , 
fi in aequatione 0= 1 — 6x + S*' cujus radices funt — 
Jin. 70°, + fin. 50°, + Jin. io° , ponatur x = y — x , arqua- 
rionis-o = 8y' — i4yy+ i8y — 1 radices erunt 1 — f.n. 70°, 
j +/rn. 50 0 ; 1 -ffn. xo°. ; idtoque ejus radix minima erit 1 — • 
Jin. 7o' J , cum tamen h.tc Jin . 70 0 efiet radix maxima aquationis 
. praecedentis ; atque 1 + Jin. 50 0 nunc eft radix maxima , cum 
jin. 50 0 ante efiet media. Atque hoc modo quaevis radix per 
lubilitutionem in maximam ciiuimamve radicem nova: «cqua- 
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tinnis tranfmutari , ideoque per methodum hic traditam inveniri 
poterit. Quia pnererca in hoc exemplo radix i — Jin. 70 0 
multo minor eft , quam bime reliqua; , etiam facile per Seriem 
recurrentem proxime cognofcetur. 


C 


Exemplum IV.' 


Invenire radicem minimam aquationis o = 8 y' — 14 yy -fi- 
l8y — 1 , qua ab unitate Jhbiracia relinquet Sinum anguli 70°. 

Ponatur y = -U q t ut fit o = — 6 qq + 9 j — 1 , cujus 

radix minima invenietur per Seriem recurrentem , cujus fcala 
relationis eft 9 , — 6 , + 1 , pro radice autem maxima inve- 
nienda fcala relationis fumi deberet 6 , — 9 , + 1. Pro minima 
ergo formetur ha:c Series 

i, i, 1, 4,31, 256, mi, 17593; 145861 ; &c. , 

erit ergo proxime { = = o , 11061483 & y = 

o, 06030741 , atque Jin. 70°= 1 — y= o , 93969158 , qua: 
a veritate ne in ultima quidem figura diferepat. Ex hoc ergo 
exemplo intelligitur quantam utilitatem idonea transformatio 
aequationis ope fubftitutionis ad inventionem radicum afferat , 
& quod hoc padlo methodus tradita non foium ad maximas 
minimafve radices adftringatur , fed etiam omnes radices exhi- 
bere queat. 

341. Cognita ergo jam quacunque xquationis propofitar 
radice proxime , ita ut , verbi gratia , numerus k quam mi- 
nime a quapiam radice differat , ponatur x — k =y ficu .r = 
y k , hocque modo prodibit axpmio , cujus radix minima 
erit = x — k , qua: igitur fi per Series recurrentes indage- 
tur , quod facillime fiet , quia h$c radix multo minor erit , 
quam cetera: , fi ea ad k addatur habebitur radix vera ipfius 
x, pro aquatione propofita. Hoc vero artificium tam late 
patet , ut etiamfi a:quatio contineat radices imaginarias , ufura 
iuurn retineat. 
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P- I. 341. Imprimis autem fine hoc artificio radix cognofci nes: 
~ quit , cui datur alia aqualis fed figno contrario affeda. Scili- 
cet, fi aquario cujus maxima radix p , eamdem radicem habeat 
— p , tum , etiamfi Series recurrens in infinitum continuetur , 
tamen radix hac p nunquam obtinebitur. Sit , ut hoc exemplo 
illuflremus , propofita aquatio x' — x ' — 5* -f- 5 = o , cujus 
maxima radix efl V 5 » prater quam vero indi quoque — V 5* 
Si igitur modo ante praferiptio , pro radice maxima inve- 
nienda , utamur , atque Seriem recurrentem formemus ex fcala 
relationis 1 , + 5 , — 5 , qu® erit 

1 > 1» 3 > 8. 13. 3 8 * 6 3 > 183 > 3 X 3 » 93 8 > M 6 3 > &c - » 

ubi ad nullam rationem conflantem pervenitur. Termini vero 
alterni rationem xquabilem induunt , quorum fi quifque per 
procedentem dividatur , reperietur quadratum maximae radicis , 

f.c enim cfl proxime 5 = = ^= 21 ?. Quoties ergo 

termini tantum alterni fefe ad rationem conflantem compo- 
nunt , toties quadratum radicis quxfit® proxime obtinetur. Ipfa 
autem radix x = y/ ^ invenitur ponendo x = y 4* 2. unde fit 
1 — yy — jyy — y' = o, cujus radix minima cognofcetur 
ex Serie 

I > 1 . 1 , 9 , 33 , 145 > > M 8 ) > io 945 > &c * > 
erit enim proxime = p— = °> 2361 , at 2, 2361 efl pro- 
xime = V j , qu® efl radix maxima xquationis. 

343. Qu? nquam numerator fractionis , cx qua Series recur- 
rens idrniutur , a noflro arbitrio pendet , tamen idonea ejus 
conflitutio piurimum confert , ut valor radicis cito vero pro- 
xime exhibeatur. Cum enim affumtis, ut fupra , Favoribus de- 
nominatoris ( 334) , fit terminus generalis Seriei recurrentis = 

( A p n -f- B q n -j- Cr n -(- &c. ) , ifli coefficientes A , B , C , 
&c. , per numeratorem fraftionis determinantur ; unde fieri po- 
tefl , ut A five magnum five parvum valoreni obtineat : priori 
cafu radix maxima p cito reperitur , pofleriore vero tarde. 
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Quin etiam numerator ita accipi potefl ut A prorfus evanefcat , 
quo cafu , etiamli Sevies in infinitum continuetur , tamen nun- 
quam radicem maximam p pratbebit. Hoc autem evenit fi nume- 
rator ita accipiatur , ut ipfe eundem habeat Faftorem j — 
p 1 , fic enim ex computo penitus tolletur. Sic , fi proponatur 
aequatio x' — 6 xx 4- iox — 3=0 , cujus maxima radix eft 
= 3 , indeque formetur fractio 

1 — It 

1 — t>* 10^ — 3 ? > 

ut Seriei recurrentis fit fcala relationis 6 , — 10,4-3 

1 4- 3, 8, 21 , 55 , 144, 377 , &c. , 

cujus termini prorfus non convergunt ad rationem ,1:3, 

Eadem enim Series oritur ex fractione — ; — , ac proote- 

... 1 — 3 t 4 -tt r v 

rea maximam radicem aiquatioms x — 3x4-1 = o exhibet. 

344. Quin etiam numerator ita afTumi potefl , ut per Seriem 
recurrentem quaivis radix aequationis reperiarur , quod flet fi 
numerator fuerit productum ex omnibus Factoribus denomi- 
natoris prxter eum , cui refpondet radix quam velimus. Sic , 
fi in priori exemplo fumatur numerator 1 — 3 j -J- , fractio 

j - ^ 7 , dabit hanc Seriem recurrentem 1,2, 

1 6^ -J- lO^ ^ * ** 9 

9,27,81, 243 , &c. , qua: , cum fit geometrica , flatim monflrat 
radicem x = 3. Fractio enim illa aequalis eft huic fimpiici 

— ~ - . Hinc apparet , fi termini initiales , quos pro lubitu 

affumere licet , ita accipiantur , ut progreflionem geometricam 
conftituant , cujus Exponens aequetur uni radici aequationis , 
tum totam Seriem recurrentem fore geometricam , idcoque eam 
ipfam radicem efTe exhibituram , etiamli neque fit maxima 
neque minima. 

34?. Ne igitur, dum quirimus radicem vel maximam vel 
minimam , prster exportationem nobis alia radix per Seriem 
recurrentem exhibeatur , hujufmodi numerator debet eligi , qui 
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Lm.I. cum dcncminatorc nullum Fs florem habeat communem , quod 
fiet fi pro numeratore unitas accipiatur, unde terminus primus 
Seriei erit = i , e>: quo folo fecundum fcalam relationis fe- 
* quentes. omnes definiantur. Hocque modo femper certe radix 
aquationis vel maxima vel minima , prout fuerit propofitum , 
eruetur. Sic , propofita aquatione y' * — 3y -f- i = o , cujus 
radix maxima defideratur, ex fcala relationis o, -f- 3 , — 1 
incipiendo ab unitate fequens oritur Series recurrens 

, — o -f- 3 — 1 + 9 — 6 '+ 18 — 1 7 -r 9 ° — |0 9 + *97 , 
— 5'7 + »:oo — 1848 -1- 3517 6 544. -f- &c. , 

qua; manifefto ad rationem conflantem convergit , oflenditquc 
radicem maximam efTe negativam , atque proxime y = pdd 

= — 1 , 860676 , qua: efTe debebat = — 1 , 86795851. 
Ratio autem fupra cfl allata , cur tam lente ad verum valorem 
appropinquetur , propterea quod altera radix non multo fit 
minor maxima , fimulque fit affirmativa. 

346. His probe perpenfis , qua; cum in genere tum ad 
exempla allata monuimus , fumma utilitas hujus methodi ad 
invefligandas aequationum radices luculenter pcrfpicietur ; arti- 
ficia vero , quibus oporario contrahi , eoque promtior reddi 
queat , fatis quoque funt indicata ; ita ut nihil infuper addendum 
cfiet , nifi cafus , quibus aquatio vel radices habet aquales vel 
imaginarias , evolvendi fupereffent. Ponamus ergo denomina-, 
torem fraflionis 

. a + + &c. 

1 — «3 — y — 5t‘ — j 5* — &c. 

habere Faflorem ( 1 — P 7 ,)', reliquis Fafloribus exiflentibus 
1 — , 1 — rq , & c. . Serici ergo recurrentis hinc nati 

terminus generalis erit = \ n { (n -p 1 ) Ap n + Bp n -f- Cq n -p 
&c. ) , qui cujufmodi valorem fit adeptura , fi « fiicrlt numerus 
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Vehementer magnus , duo cafus funt diflingucndi , alter quo p 
eft numerus major reliquis q , r, &c. , alter quo p non prxbet 
radicem maximam. Cafu priori , quo p fimul efi radix maxima , 
ob coefficientem ( n + 1 ) reliqui termini B p n + C q 1 &c. , 
non tam cito prx eo evanefe^nt , quam ante : fin autem q fue- 
rit > p , tum quoque tarde terminus ( n -f- 1 ) Ap n prx B q n 
evanefeet , ideoque inveftigatio radicis maxima; admodum 
evadet niolella. 

Exemplum I. 

Sit propofua aquatio x — 3 xx +4 = 0 , cujus maxima 
radix 7. bis occurrit. 

Quaeratur ergo maxima radix hxc modo ante expofito per 
evolutionem fractionis 


1 — 3 * * + 4 1 ' 

qux dabit hanc Seriem recurrentem 

1 * 3 » 9 » 2-3 > 57 . 1 35 * 3 l 3’ 7“ > M93 » &c -> 
ubi quidem quivis terminus per prxcedentem divifus dat quo- 
tum binario majorem. Cujus ratio ex termino generali facil- 
lime patet, rejectis enim in eo terminis B p n , Cq n &c. , erit 
terminus poteflati f” refpondens = (n + 1 ) A p n + B p n , 
fequens = (n-f-i) Ap n ^~ l + B p nJr 1 , qui per illum divifus dat 
■■ ^ 1 ~-T-r-rl P> P > nifi 11 iam in infinitum excreverit» 


C A P. 
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Exemplum II. 

Sit jam propofita aquatio x 1 — xx — $ x — 3 = o , cujus 
- maxima radix = 3 , reliqua dux aquales = — 1 , & quad- 
ratur maxima radix ope Seriei recurrentis , cujus fcala rela- 
tionis cft 1 , + 5 » + 3 > unde «fritur 

1 , 1 , 6 , 14, , 47 , 135 , 412 , 1228 , &c. , 

quae ideo fatis cito valorem 3 exhibet , quod Poteftates mino- 
ris radicis — 1 , etiamfi multiplicentur per n + 1 , tamen mox 
prte Poteftatibus ipfius 3 evanefeant. 

Exemplum III, 

Sin antem proponeretur a;quatio x' + xx — 8x — 1 2 = o , 
cujus radices funt 3 , — 2 , — 2 , multo tardius maxima fefe 
prodet. Orietur enim ha:c Series 

1 , — 1 » 9 > — 5 - 6 5 • 3 > 457 . 347 , 3345 » 49 1 5 - &c - » 

qua; adhuc longiflime continuari deberet , antequam pateret , 
radicem inde oriundam elfe = 3. 

347. Simili modo fi tres Factores eflent aequales , ita ut 
denominatoris Fadtor unus eflet ( x — pq)’ , reliqui 1 — qq , 
1 — rq , &cc . , Seriei recurrentis terminus generalis erit = 

n ( A / + (« + x ) B/ + C/ + Dq n + Cr n &c.) 
Si ergo p fuerit maxima radix atque n fuerit numerus tantus . 
ut Poteftates q , r n &c. pra; p n evanefeant , tum ex Serie 
recurrente orietur radix = 

qnx , nifi fit n numerus maximus & quali infinitus, verum 

ipfius 
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ipfius p valorem indicabit. Erit autem ifle radice valor = p + 
J ( » + M A +_B 

Quod fi autem p non fuerit radix maxima , tum inventio ma- 
xime multo magis adhuc impedietur ; unde fequitur xquatio- 
nes , qux contineant radices squales , hac methodo per Series 
recurrentes multo difficilius refolvi , quam fi omnes radices 
effient inter fe inaequales. 

348. Videamus nunc quomodo Series recurrens in infinitum 
continuata debeat effie comparata , quando denominator frac- 
tionis habet Fa&ores imaginarios. Sint igitur fra&ionis 

a b\ -f- cr' -f- -f- &c. 

I * ? £*‘ y «fu" &c. 

Faftores denominatoris reales 1 — q ^ , 1 — r j , &c. , infu- 
perque Faftor trinomialis 1 — zp cof. (p-\-pP{{ continens 
duos Fa&ores fimplices imaginarios. Quod fi ergo Series 
recurrens ex illa fradione orta fuerit 

A + Cj' + D%' + ....; + P{ + , 

erit , per ea quae fupra expofuimus , coefficiens P = 

+ p n +Cq n + D n + &c # & ; gitur 

numerus p minor fuerit , quam unus ceterorum q , r , &c. , 
ita ut maxima radix xquationis 

m m 1 p m 2 m a . 

x — olx — \c>x — yx 3 — &C. = o , 

fit realis , tum ea per Series recurrentes xque reperietur , 
ac fi nullx radices ineUent imaginaris. 

349. Inventio ergo maxims radicis realis per radices ima- 
ginarias non perturbabitur , fi hs ita fuerint compara*x , ut 
binarum , qux Fadorem realem componunt , produdum non fit 

Euleri Introduci . in Anal. injin. O o 
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b- 1 « majus quadrato radicis maxima;. Sin autem bina: ejufmodi 
inlint radices imaginaria: , ut earum produflum adaquet vel 
adeo fuperet quiidratimi maxima? radicis realis , tum inveftiga- 
tio ante expolita nihil declarabit , propterea quod Poteilas 

p n , pr.e fimili Poteftate radicis maxima: nunquam cvanefcir , 
etiamli Series in infinitum continuetur. Cujus exempla illuftra- 
tionis caufa hic adjicere vifum eft. 

Exemplum I. 

Sit prcpojita tcquatio x’ — xx — 4 = 0, cujus radicem 

maximam invejiigari oporteat. 

Refolvitur hsc aquatio in duos Fa&ores (.r — 1) (xx -f- 
undd urtam habet radicem realem z & duas reliquas 
imaginarias , quarum productum ell z , minus quam quadratum 
radicis realis. Quam ob rem ca per modum hadtenus traditum 
cognofci poterit. Formetur ergo Series recurrens cx fcaia 
relationis o , + z , + 4 , qux erit • 

1 , o , z , 4, 4 , 16 , 14 , 48 , in , 191 , 416 , 831 , &c. , 
unde fatis luculenter radix realis 1 cognofci poteft. • 

Exemplum II. 

Propofita (it aquatio x’ — 4XX + 8x — 8 = o cujus radix 
una realis efl z , binarum imaginariarum produclum vero = 4 » 
ideoque aquale quadrato radicis realis z. 

Quxramus ergo radicem per Seriem recurrentem , quod quo 
facilius fieri queat , ponamus x = z y , ut habeatur y' — 
i yy + 1 J — 1 = o . unde formetur Series recurrens 

1 t ZyZ S l 3 0y0 9 1 y Z y Z y 1 y O y O y ly ZyZyly dtC. y, 

tu qua cum iidem termini perpetuo revertantur , nihil inde 
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aliud colligi poteft , nili radicem maximam vel non die rea- r. 

lem , vel dari imaginarias , quarum produSum aquale fit aut 1 1 

fuperet quadratum radicis reaiis. 


Exemplum III. 

Sit jam propofita aquatio x' — 3 xx + 4X — z = o , cujus 
radix reaiis ejl 1 , imaginariarum vero produclurn = i. 

Formetur ergo ex fcala relationis 3, — 4 , + 2- » Series 

i? 1 » — 7» — r 5» — 15 ; -f- &c * » 

in qua cum termini modo fiant affirmativi , modo negativi , 
radix reaiis 1 inde nullo modo cognofci poterit. Hujufmodi 
vero revolutiones femper oflendunt radicem , quam Series prs- 
bere debebat , efle imaginariam ; hic enim radices imaginaris 
poteflate funt majores quam reaiis 1. 


350. Sit igitur in fraflione generali productum binarum 
radicum imaginariarum pp majus quam ullius radicis reaiis qua- 
dratum , ita ut prx p n reliquae pcteftates q , r n , &c. , eva- 
nefeant fi n fit numerus infinitus. Hoc ergo cafu fiet P = 


sl.tin.(n-pi) T.-pH. pn.ny ^ q A y-t-n.TTu.fii-j-ir ) n-f-i 

| = ’ q- 


nunquam valorem conflantem induet , etiamfi n fit numerus 
infinitus. Sinus enim Angulorum perpetuo maxime manent 
mutabiles , ita ut mox fint affirmativi mex negativi. 


351. Intcrim tamen fi fradfiones fequentes ~q * R fimili 
modo fumantur , indeque littera: A & B eliminentur , fimul 
numerus n ex calculo egredietur; reperietur enim Ppp + K= 
z Qp. cof.tp, unde fit cof. <p = i fimiliter vero erit 

Oo z 


\ 


I 
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i9* DE USU SERIERUM RECURRENTIUM 

* 1B ' T ' cof p = , ex quorum duorum valorum compa- 

r , R R Q .9 „ r 

ratione fit />= V q q ~ L % # » atc l ue co fi? = 

2 n _____ p 

ttttt. Quam ob rem fi Series recurrens 

— PR)(R — ^ 

jam eo ufque fuerit continuata , ut pne p n reliquarum radicum 
Poteflatcs cvanefcant , tum hoc modo Factor trinomialis x — 
ip[. cof. p + pp{{ poterit inveniri. 

3Ji. Quoniam i fle calculus non fatis exercitatis»molefliam 
creare poffet , cum totum hic apponam. Ex valore ipfius Q- 
invento oritur APp.fin. (n -f-i) p -\-BP p.fin. (n -(- i )p = 
A Q. fin. (n + i)p+BQ. fin. n p , unde fit — - = 

— 1 ^- _ Pari ratione erit 4 = 

P p. /m. ( n -J- 1 ) % Q.Jm. ( n -(- i ) 9 B 

R. fi. ( n _ + 1 1 - Qp- E'- 1 n j aquatis his duobus: 

Qp./in.(n-t- })* R. Jm. {n-\- l ) f 

vaioribus fiet 

o—Q Qp.fin. n tp.Jin . (n +3 ) <p — QR.fin. n cp.fin. (n-fz)<p — 
P Qppfin.(n + 1 y?fm(n +3)?— Q Qpfin.(n + 1 )p.fm.{n + i)p -{- 
QRfin.(n+ (n-\-i)-p+PQpp.fin.(n+i)<p.fin.(n + i) p. 

Cum autem fit fin. a.fin. b = ~. cof {a — b ) cof. (a-\-b} 

fiet o Q.Q.P-( co f- 3 <P — co f’ < p)~^T QR-( l — cofz<p)-fi- 

~ PQpp. (1 — cof i p ) qua: per ~ Q divifa dat 
(Ppp + R)( 1 — cofiz<p)=Qp.(cofcp — cof.yp). At e ft 
coj. p = cof 2 p. cof p + fin. z (p.fin. <p & co/3 <p= cof z p cof<p — 
ftn.zz.fin.p unde cof.tp — cof3<p=zfin.i.y.fin.<p=/±fin.<p' x 
cof. p & 1 — cof. p = z fin. p’ r ex quo erit Ppp Ii = 

zQp. cofi-p.Z: cof<p=^jR^~\ atque cof.<p= & p +* .: unde. 
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IU RADICIBUS AEQUAT. IXDAGAND. 193 

fuperiores valores prodeunt , fcilicet /» = V & xviT 

„r — -P-V - * 

J ‘V — iVtQ' — >-R) ( -R-K — <2S)' 

353. Si denominator fractionis ; ex qua Series recurrens 
formatur, plures habeat Favores trinomiales inter fe aequales, 
tum , fpe&ata forma termini generalis lupra data , patebit in- * 

ventionem radicum multo magis fieri incertam. Interim tamen 
ft una quaecunque radix reaiis jam proxime fuerit dete&a , tum 
tcquationis transformatione femper valor ejufdem radicis multo 
propior eruetur. Ponatur enim x squalis valori illi jam de- 
tecto + y , atque novae xquasiSnis qusratur minima radix pro 
y , quae addita ad illum valorem praebebit verum ipfius x va- 
lorem. . 


Exemplum. 

Sit propofita ijla aquatio x' — 3XX + 5 x — 4 = o , cujus 
unam radicem fere ejfe = 1 inde conjlat , quod , pofito x = x , 
prodit x' — 3 xx -|- 5 x — 4 = — 1 . 

Ponatur ergo x= 1 + y » fietque l — ly — y' = o,unde 
pro radice minima invenienda formetur Series recurrens , cujus 
fcala relationis 1, qus erit 

1 , i , 4 , 9 , io , 44 , 97 , 114 , 471 , 1041 , 119 6 , &c. , 

unde radix minima ipfius y erit proxime = o , 453397 r 
ita ut fit x = 1 , 453397 , qui valor tam prope vix alia me- 
thodo aeque facile obtineri poterit. 

354. Quod fi autem Series quaecunque recurrens tandem 
tam prope ad progreflionem geometricam convergat , tum ex 
ipfa lege progreflionis fiatim facile cognofci poterit , cujufnam 
xquationis radix fit futura quotus qui ex divifione uuius ter- 
mini per praecedentem oritur. Sint 


f 

9 


I 

: 

I 


! 
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l^ij. X/X t jj ljxitixj.lt/iri iriri t/iWlXi 1 i iXili 

r 1 E - T - P, Q,R,S,T,& c., 

termini Seriei recurrentis a principio jam longiflime remoti , 
ita ut cum progrefiior.e geometrica confundantur ; fitcpie T = 
kJ? -f- €K -f- y ^2 “i" i feu fcala relationis -f- y, Si 

Ponatur valor fra&ionis = x ,• erit ~ = xx ; ' = .r' & 

T* . . 

=: x 4 , qui m fuperiori aequatione fubfututi dabunt 
je 4 = aar' + £** + yx + S , 

unde patet quotum tandcn^prgbere radicem unam aqua- 
tionis inventx. Hoc vero & praecedens methodus indicat , 
praeterea vero docet fractionem ^ dare maximam aquatio- 
nis radicem. 

355. Poteft quoque hic methodus invefligandarum radi- 
cum frpenumero utiliter adhiberi , fi Equario iit infinita. Ad 
quod oftendendum propofita fit xquatio { — -g- -f- 

— 1 - &c. , cujus radix minima r exhibet Arcum 

reo 5040 ‘ * 

30 0 , feu Semiperipheri® Circuli fextantem. Perducatur ergo 

xquatio ad hanc formam 

' 7' 7 < 

1 — x 7 + -* > — | — * &c. = o. 

t 1 3 oo 1 1510 

jH'mc ergo formetur Series recurrens , cujus fcala relationis 
eft infinita , fcilicet 


i, O, — J ,0, +±,o, — O &c., 
eritque Series recurrens 

1 2. A y 41 I«8j mo8 - 

1 ’ 1 » * » , - 3 * 60 1 4S ’ ’ 
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IN RADICIBUS JEQUAT. TNDACAND. a?j 

• • i(58f .4.? t< 53 r.i <on , C a p. 

«"t ergo proxime ? = ==^= ^I=°’ 513561 XVI F. 

At ex proportione Peripherice ad Diametrum Cognita debebat 

e fle { = o , 513598 , ita ut radix inventa tantum parte — 

a vero diferepet. Hoc autem in hac aquatione commode ulu 

venit , quod ejus omnes radices fint reales , atque a minima 

reliqus fatis notabiliter diferepent. Qux conditio cum raril- 

fime in aquationibus infinitis locum habeat , huic methodo ad 

eas refolvendas parum ufus relinquitur. 


CAPUT XVIII. 

t De fracUonilup continuis. 

2~6. Quosi am in pricedcntibus' Capitibus plura, cum de 
Seriebus infinitis , tum de productis ex infinitis Favoribus 
conflatis difierui , non incongruum fore vifum efl , ft etiam 
nonnulla de tertio quodam exprefltonum infinitarum genere 
addidero , quod continuis fraftionibus vel divifionibus conti- 
netur. Quanquam enim hoc genus parum adhuc efl excul- 
tum , tamen non dubitamus , quin ex co ampliflimus ufus in 
analyfin infinitorum aliquando fit redundaturus. Exhibui enim 
jam aliquoties ejufmodi fpecimina , quibus Iwcc expefratio non 
parum probabilis redditur. Imprimis vero ad ipfam Arithme- 
ticam & Algebram communem non contemnenda*fitbfidia affert 
illa fpeculatio , qux hoc Capite breviter indicare atque exponere 
conditui. • 

357. Fractionem autem continuam voco ejufmodi fraiftio- 
nem , cujus denominator confiat ex numero integro cum frac- 
tione , cujus denominator denuo efl; aggregatum ex integro 
Sc fractione , quae porro fimili modo fit comparata , five ifla 
affectio in infinitum progrediatur live alicubi fiffattfr. Hujuf- 
modi ergo fraflio cot^niua erit fequens expreflio 


L I B. I. 


, r 

+ T-~ 


c + 


V 




‘J~r &c. 




^+7 jT* 

<+ /+&c.; 


in quarum forma priori omnes fra&ionum numeratores funt 
unitates , quam potillimum hic contemplabor , in altera vero 
forma funt numeratores numeri quicunque. 


358. Expofita ergo fractionum harum continuarum forma , 
primum videndum elt , quemadmodum earum fignilicatio con- 
fueto more 'exprelTa inveniri queat. Qui ut facilius inveniri 
poflit , progrediamur per gradus , abrumpendo illas fractiones 
primo in prima , tum in fecunda , polt in tertia & ita porro 
^ fractione ; quo fadto patebit fore 


a + T 1 

“ + f+T 
a+h 'T+'-t : 


a b 4 “ 1 
b 

abc <1 -f* c • 

bc -fr- i 

ab c d -|- ab a d -f- e d -f- 1 
bcd -f" b -f- d 

abcde + abe -f- ade -f- ede abc -f- a -f- c -f- ft 

&c. . 


359. Etfi in his fradtionibus ordinariis non facile lex , fecun- 
dum quam numerarw ac denominator ex litteris a ,b , c , d , 
&c. , componantur , pgrfpicitur , tamen attendenti ftatitn pa- 
tebit , qutynadmodum quilibet fradtio ex praecedentibus for- 
mari queat. Quilibet enim numerator elt aggregatum ex nu- 
meratore ultimo per novam litteram multiplicato , & ex nu- 
meratore 


- — ■ — - — . 


i 

/’ 
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CONTINUIS. i 97 

mcratore penultimo fimplici : eademque lex In denomina fori- 
bus obfervatur. Scriptis ergo ordine litteris a , b , c , d , &c. , 
ex iis fractiones inventx facile formabuntur hoc modo 

a b c d e 

i _ a _ a 4 i . aS . abcd-^-ab-\-ad-j-cd-^-i 

’ i ’ b ’ 4c-hi * bcd +■ b -f- d 

ubi quilibet numerator invenitur , fi prxcedentium ultimus per 
indicem fupra fcriptum multiplicetur atque ad produdum ante- 
penultimus addatur ; qua: eadem lex pro denominatoribus 
valet. Quo autem hac lege ab ipfo initio uti liceat , praefixi 

fradionem -i- qux , etiamfi e fradione continua non oriatur , 

tamen progreffionis legem clariorem efficit. Quxlibet autem 
fradio exhibet valorem fradionis CQntinux ufque ad eam litte- 
ram , qux antecedenti imminet , inclufive continuata. 

$6o. Simili modo altera fractionum continuarum forma 


a +h e - 


c+ 7+ 




/+&c. 


dabit , prout aliis aliifque locis abrumpitur 




: a 

a b -f- 


*+T 

a+ bfj- 

, X . ab c d -f- S ai - f- «ed-j-yab-^-ety 

^ " A a. — — \ A r A 4. i? ei 4* \ b 


abe -f- C a -f - et C 
b c -J- C 




bcd -h e d -j- > b 
&c. , 


Euleri Introduci, in Ana], injin, P p 


/. 


C A P. 
XVIII. 


Digitized by Google 


198 de erectionibus 

I- quarum fraitionum quique ex binis pricedentibus fcquentcit 
in modum invenietur. 

a b c d e 

i # a 9 ab -}— «t ab c -j - C a -f” x c m ab c d -f- C a d -j— olc d -f- y ab a y 
o ’ I * b * bc~{“ C * bcd-j^Cd-j^yb " 

« Q y S t 

361. Fractionibus fcllicet formandis fupra infcribantur indi- 
ces a , b , c , d , & c. , infra autem fubfcribantur indices n,C, 
y , § , occ. . Prima fradtio irerum conftituatur — , fecunda 

— , tum fcquentium quivis formabitur fi antecedentium ultimi 

numerator per indicem fupra fcriptum , penultimi vero nume- 
rator per indicem infra fcriptum muiriplicetur & ambo pro- 
ducta addantur , aggregatum erit numerator frailionis fequentis : 
limili modo ejus denominator erit aggregatum ex ultimo 
denominarore per indicem fupra fcriptum s & ex penul- 
timo denominatote per indicem infra fcriptum multiplicatis. 
Quilibet vero fractio hoc modo inventa pribebit valorem 
fractionis continui ad eum ufque denominatorem , qui fruitioni 
antecedenti e!t inferiptus , continuati inclufive. 

361. Quod fi ergo hi fractiones eoufque continuentur 
quoad linitio continua indices fuppeditet , tum ultima fractio 
verum dabit valorem fruitionis continui. Pricedcntes fractio- 
nes vero continuo propius ad hunc valorem accedent , ideo- 
que perquam idoneum appropinquationem luggereut. ponamus 
cuim verum valorem fractionis continui 

x 


-- clTc majorem 


efie = 


“T e-t&c., 

atque manifeflam e It fruetion.m primam 
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CONTINUIS. 

quam x ; fecunda vero minor erit quam .v ; tertia a + 

iterum vero valore erit major ; quarta denuo minor , atque 
ita porro hx fradiones alternarim erunt majores & minores 
quam .v. Porro autem perfpicuum eft quamlibet fradionem 
propius accedere ad verum valorem x quam ulla prxceden- 
tium ; unde hoc pado ciuffime & commodifTime valor iplius x 
proxime obtinetur ; etiamfi fradio continua in infinitum pro- 
grediatur , dummodo numeratores x, £,y , S , &c. , non nimis 
crefcant ; fm autem omnes ifti numeratores fuerint unitates , 
tum appropinquatio nulli incommodo eft obnoxia. 


363. Quo ratio hujus appropinquationis ad verum fradio- 
nis continua: valorem melius percipiatur , confideremus frac- 
tionum inventarum differentias. Ac , prima quidem ~ prx- 

termifla , differentia inter fecundam ac tertiam eft = ~ ; 

b 

quarta a tertia fubtrada relinquit ; quarta a quinta 

fubtrada relinquit r -. — i - , , „ , . r , &c. . Hinc 

1 ( bc c) (bed -j- cd + y ) 

exprimetur valor fradionis continua: per Seriem terminorum 
confuetam hoc modo , ut fit 



Ct £ 

b [b cri - £ ) 


xCy 

{bc-\-G)[bcd-\-Qd~{-yb) 


&C. , 


qux Series toties abrumpitur quoties fradio continua non in 
infinitum progreditur. 


364. Modum ergo invenimus fradionem continuam quam- 
cunque in Seriem terminorum , quorum figna alternantur , 
convertendi , fi quidem prima littera a evanefeat. Si enim 
fuerit 


Pp 2/ 


C A f. 

XV11I. 
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lib. r. 


DE FRACTIONIBUS 

x ~TT~y__X‘ 

+ i +r+'- 


/+& c. , 

erit per ea , qu® modo invenimus 


a 

b 


a e 


+ 


«tCy 


(Ac-(“C) {bcd^Cd-^yb) 


6 {b c -f- C ) 

<*Cy * r q* c 

y b ) (b c d e -J- C d e -J- y b e -f- / b c-}- C S' ) 

Unde, fi a , £ , 7 , £ , &c. fuerint numeri non crefcentes , utr 
omnes unitates , denominatores vero a , b , c , d , &c. numeri 
integri quicunque affirmativi , valor fradtionis continua; expri- 
metur per Seriem terminorum maxime convergentem. 

365. His probe confideratis , poterit viciflim Series qu®cun- 
que terminorum alternantium in fradtionem continuam converti, 
l'eu fradfio continua inveniri cujus valor aqualis fit fummae 
Serici propofin. Sit enim propofita hac Series 

x = A — B + C — D + E — F+&c. , 

erit , fingulis terminis cum Serie ex fractione continua orta, 
comparandis 

Iiincque «. = A b’ , 
c 


A = T 

» 

A 
C_ 

B 
n 
c 


b c C * 
y b 

b c ti -f- C d ri - > b * 

Hbc + C) 

bcdc-\-Cde-\-y! e -\-i b c + S S' 
&c. . 


unde fit £ = 

Al * JL > 




C d ( O 


b {B C’ ) 

. 5. De (fcJ-j- C d -j- b) 

’ tic+Cj(C'— X»). 


At , cum fit € = -^- £ 7j , erit bc +b = -^ 1 * C j ; unde 
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y— — Porro-fir bcd + Zd + yb = 

,, , f> s , , r Abcd , ACbcd ABbcd 

( bc + Q,)d-\ryb — A — — jpgg — C) — ( A — B ^ B — C )> 

b c d C d-\- y b B d g r B D d e 

7 7—7 * 71 / ' ^ ® 

bc-\-C 


unde erit 


B — C 


C E e f 

fimili modo reperietur i = D){D ' E) & ita P orro * 


(B—C) (C — D) * 


C A P. 

xvnr. 


366. Quo ifta lex clarius appareat , ponamus efle 

P = b 
Q = bc + G 
R = b c d + £1/ + y d 
S = b c de + Qd e + ybe + £ bc + £ £ 

T== bcdef + &c. 

V — bcdef g + &c. , 

erit ex lege harum exprcflionum 

q = p c + e 

R = Qd + yP 
S = Re + SQ 
T = S f + e ii 

V= Tg + £S 

&c. . 


s 


Cum igitur his adhibendis litteris fit 

a a C . a C y a. C y S~ ■ q C y f t 

p RS ^ ST 


& c. : 


367. Quoniam ergo ponimus e (Te 

X== A — B + C — D+E~F+& c., 
erit 

A = i x = 

»> 


\ 
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BDde 

(I? — C){C — D) 

C Etf 

— {C — V){D — E) 

& c. . 


C a r. 
XVIII. 


368. Inventis ergo valoribus numeratorum a, C , y, S, &c. , 
denominatores b, c , d, e , &c. , arbitrio noftro relinquuntur : 
ita autem eos althmi convenit , ut j cum ipfi fint numeri inte- 
gri , tum valores integros pro *, £,y,J, &c. , exhibeant. 
Hoc vero pendet quoque a natura numerorum A,B , C , Scc. , 
utrum fint integri an fradfi. Ponamus efle numeros integros , 
atque quatfito fatisfiet ftatuendo 


b = 1 a = A 

c — A — C € = /J 

d = B — C unde fit y = A C 

e = C — D S = BD 

f = D — E ( = CE 

& c. &c. 


Quocirca , fi fuerit , 


i 


x = A — B -f- C — D -f- E — T -f - &c. . 


idem ipfius x valor per fra&ionem continuam ita exprimi po- 
terit , ut fit 


x 



■A C 

B-C-t 


n r> 

c — v - (- 


CF 

D — E--J-&C. 


369. Sin autem omnes termini Seriei fint numeri fradi , 
ita ut fuerit 



Jubebuntur pro 


JL 4. -L — JL 4. i &c 

B * C D “ E » 

£ , y , $ , &c. , fequentes valorts 


x* 
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3 < 5 4 DE FRACTIONIBUS 

l ! B. I. * . £ -dbc . B' c d 

a — A * B A ’ y ( B — A) ( C — B) * 

s c ' df • e — D ' f / &c 

d — (C 1 — B){D i-’) ’ (.D — C){E — £>)' * 


Ponatur ergo ut fequitur 


b = A; 
c — B — A; 
d = C — B f 
e = D — C ; 


C = A A 
y = B B 

$ = cc 


&c. , 

eritque per fra&ionem continuam 


V 1 - AA 

A + B A-h 


C B + 


D — C+&C., 


ExEMPLUM L 
Transformetur fuzc Series infinita 

--T + i— ?+!-*'•• 

in fractionem continuam. 

Erit ergo A — i , B — z , C== 3 , D = 4 , &c. , atque , 
cum Seriei propofitae valor fit = l z , erit 




1 -j— ficc. » 


Exemplum I L 
Transformetur hrec Series infinita 
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2. = l + - 1 - -f - — &c. , 

4 .3^1 7 ' 9 


3°1 


C, A P. 
XV i II. 


ubi 7 r denotat periphcriam circuli , cujus diameter = l , in 
fractionem 'continuam. 

Subdituris loco A , B , C, D , &c. , numeris 1,3, J , 
7 , &c. , orietur 




-iS 




1 2 -i- Jtc. ; 

hin eque., invertendo fractionem, erit 


4 . _ 

*■ 


r 4- i 9 

+ --iV2V*,. 


'qux eft expreflio , quam Brouncker.u_s_ primum pro qua- 
dratura circuli protulit. 

Exemplum III. 

Sit propofita i da Series infinita 

f 1 j i ^ ^ I O.- 

X m + n ' ’ 

qui , ob A = m ; B—m + n ; C=m -j- zn ; &c. , in hanc 
fra&ionem continuam mutatur 




""*■ Of&c. 


ex qua fit , invertendo , 


Q 3 


Eulcri Introduci, in Anal. infn. 


Ll B. 


30$ DE FRACTIONIBUS 

f* i mm , 1 

n + n + &c. 


Exemplum IV. 

• Quoniam , fupra (jj. 178 , invenimus >efTe 
■ 7 T cof 


m 

l/l' — 

n 


m t 
n 

m cr m 

n 


1 4. _i 

n m . n -J- « i/j //1 " T ~ in 


1 + 1 


&C., 


erit, pro fra&ione continuanda, A=m; B=n — m; C=s 
n -f- m ; D = 2 ,n — m ; &c. , unde fiet 


r m 'TC 

^ co J- — _ I 

* — m + 
J /1 • 


»-“+ &e=^ (.. + .V 


1 w -f- 


&c. 


/2 i/n-J- 


370. Si Series propofita per continuos Fa&ores progredia- 
tur , ut fit 

1 l. I & c 

1 r n ‘ a h r n P 


^ 1 ABCD 1 ABCDE 

tum prodibunt fcquentes determinationes 


* p bc ncd 

* — A • — t/ — 1 »' > — t B — 1 M C — T) * 


BcJ 


$ = 


CJe 


Def o 

(» — T) { E — i) ’ 0iC • , 


f C — 1 ) { D — x ) 1 

fiat ergo ut fequitur , 
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b 

c 

■d 

t : 

/ 


A; 

B — 
C — 


Z>— 1; 

E ~ 1; 

& c. , 

unde confequenter fiet 


«. = 1 
C = A 
y = jB 
S ~ C 
1 = 


ar 




^ ‘ + £ — i + &c. 

Exemplum I. 

Quoniam , pofito e numero cujus Logarithmus efl = 1 , 
fupra invenimus ede 

7 - 1 ~ t + ~ - rh + rzr; “ &c - 

„feu 

1 - = — 1_ j ! 1 _l & c 

< I I.i ~ i.z. 3 I. z. 3. 4 ~ otl -* 

hxc feries in fra&ioncm continuam convertetur ponendo 
A = 1 , B = i. , C = 3 , D = 4 , &c. : quo ergo fafto 
habebitur 


1 < 



5 + &c. ; 

unde , afymmetria initio rejecta , erit 




C A P. 
XVIII. 


N 

t 


Qq t 


* 


L 1 B. I. 


308 de fractionibus 

Exemplum II. 

Invenimus quoque arcus , qui radio squalis fumitur , cofi- 


num efle =1-7 + ^-,. 12 .. JO 


+ 


2. 12. ?0. 56 

&c. . Si ergo fiat A = 1 , B = 2 , C = 11 , D = 30 , 
E = 56 , &c. , atque Cofiaus arcus qui radio aquatur , 
ponatur = x ; erit 


1 i- 7 T— 

■ 11 


.}o 


z 9 + 55 -|-&c., 

fcu 


I 

X 


1 + 


12 


77 + — ’° 


55 + &C. 


371. Sit Series infuper cum geometrica conjuncta , fcilicet 
x = A — B { + C { * — D ? ’ + E? — F( + &c. , 

erit 


— Slh . t — . __ 

— — — y y 




-U\ 

■fiH C—Di)i i 


AC cd\ 


nndt 


L 


{A — Bt) (B — C - X ) S 
C Et )\ 


-Di)(U—EO 


(C- 

Ponatur nunc 

b — r ; . ct = A 

c = A — Br; C = B? 

y = AC { 
S — BD { , 

unde fiet 


; &c . . 


d = B — C l; 
c = C — D { i 
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A_ 

1 + A- 


= ^-7“ 




ACj_ 


BDi 


C a f. 

xviu. 


" C ’*+ t Vi + 


&c. 


872.. Quo autem hoc negotium generalius abfolvamus , 
ponamus efle 

A By , Cv' , 1 S. c 

* = IT — + N+ + O? PV + &C " 

, fietque , comparatione inftituta , 


Ab P BLbcy 

* = X *' £ — 


A C M' c dy \ 

AMi—BLy ' V 2*£>}(flA , — CMy) 1 


B nN‘<hyj_ 


; i &c. , 


: CMy)(COi VNy) 

fiatuanrur valorcs b , c , d , &c. , fequenri modo 

b — L ; erit 

c = AM % — BLy ; 


d = BN 7 — CMy ; 
e = CO? — DiVy; 
/ = ZJi> { — EOy; 
&c. 


a = -/4 
C = BLLy 
y = ACSVyi 
J = BDN‘yi 
t = CEO‘y% 
&c. 


unde Series propofita per fequentem fradionem continuam 
exprimetur 

* = l¥ 5 v c M c f f v _*£££«_ 

373. Habeat denique Seric3 propofita hujufmodi formam 

, AB L , AB C/ ab£_PxL _i_ & c . 

x — ~L X \1\ ^ LMiS? LMNO ^ ^ ’ 

atque fequcntes valores prodibunt 
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I-i r. I. 


■ r Ai p 1 1 1 > e y c 

' ‘ L ’ 0 Mi — JJy’ y (Mi JJy) (A' ? — Cy) 1 

__ _ nyde v; _ E Oefvz 

O )iOi — Vs)> ~(Oi~Dy)(Pi—Ey)i 

&c. , 

ad valores ergo integros inveniendos fiat 


Pbcy 


C Mcdyj 


\ 


l 

C 

d 

t 


7 ?»- 

**X 
A f . 

°K • 

r* 

Scc. 


cnt 


/=*'** ~ 


By ; 

c y » 

Dy ; 

Ey i 


^ = A j 
C = RLy\ 
y =3 CJ\Iy{ 
$ = DNyz 
• = EOy { 
&c. 


Unde yalor Seriei propofits ira exprimetur, ut fit 
A 7 

V — _ ^ 


*£ri 


.. O . CMyx 

' — -Vy+*j 7 — c 




T>Nri 


i c y + O i Vy+ &c. • 


Vel , ut lex progreflionis ftatim a principio fiat manifefta , erit 


- x ^Ay=L{ — Aj 


VI,Yl 
Mi By 


CMyi 
A i — C>-h 


nxyj 

0\ Dy~ b&c. 


374. Hoc modo innumerabiles inveniri poterunt fratfiiones 
continua in infinitum progredientes , quarum valor verus ex- 
hiberi queat. Cum enim, ex fupra traditis, infinita Series, 
quarum lummtE confient , ad hoc negotium accommodari 
queant , unaquatque transformari poterit in fra&ionem conti- 
nuam , cujus adeo valor fummi illius Seriei cft arqualis.* 
Exempla , qua: jam hic finit allata , fufficiunt ad hunc ufum 
ofiendendum : verumtamen optandum cfiet , ut methodus 
detegeretur , cujus beneficio , fi propofita fuerit frafiio conti- 
nua quicunque , ejus v.tlor immediate inveniri pofiet. Quan- 


I 


CONTINUIS. 




quam enim fradio continua tranfmutari poteft in Seriem infi- C a r. 
nitam , cujus fumma per methodos cognitas inveftigari queat, * v 1 1 f ' 
tamen plerumque ift® Series tantopere fiunt intricat® , ut earum 
fumma , etiamft fit fatis fimplex , vix ac ne vix quidem 
obtineri polii t. 

37 j. Quo autem clarius perfpiciatur , dari cjufmodi fradio- 
nes continuas , quarum valor aliunde facile allignari queat , 
etiam fi ex Seriebus infinitis , in quas convertuntur , nihil 
admodum colligere liceat , confideremus hanc fractionem con- 
tinuam 


l + rrf 


1 -f- &c. , 


cujus omnes denominatores funt inter fe atquales ; fi enim hinc 
modo fupra expofito , fradiones formemus 


o , 2 . 2 , 2 

o ’ I ’ 2 


o_ l_ 2 J. "4 i? « 

O > . > 2 > 5' * 12’ 29’ 7 S > CCC - 


Hinc autem porro oritur h®c Series 

0 + T “ IT? + + IJTfS— &c * » 

vel , fi bini termini conjungantur , erit 

* = r? + + &c - * 


irn“ nr^ ~ &c -* 


Qt.in etiam , cum fit 


— 1 j 1 — 

4 2. 1. 5 ' 1, 5. 12 


2. 12. 29 


4 - 


1 
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DE FRACTIONIBUS 




Ltb. ii. 


+ ~ ~ 


i. i. 5 


A' = ~ + 


H ? 

1 2. 5. 12 

erit 

- — ' 1 ^ 

2. 12 5. 


2. 12. 29 


+ &C., 


— -r^TT &C. , 


I, 5 2. 12 • 5. 29 1 2. 70 

qua; Series etiam fi vehementer convergant , tamen vera carum 
fumma ex earum forma ccliigi nequit. 

376. Pro hnjufmodi autem fradionibus continuis , in quibus 
clcnominarores omnes vel funt squales , vel iidem revertun- 
tur ; ita ut ea frailio , fi ab initio aliquot terminis truncetur , 
toti adhuc fit squalis , facilis habetur modus earum fummas 
explorandi. In exemplo enim propofito , cum fit 

... _ 1 , 

-T 


* 4 * 


1 + a 1 ■ ■ 

T 1 + &C- , 


erit * = ideoque .vx-[-a^=i & x-(-i = Vi ; ita 

ut valor hujus fradionis cominus fit = V 1 — 1. Fradiones 
vero ex fradione continua ante eruts , continuo propius ad 
hunc valorem accedunt , idcue tam" cito , ut vix promptior 
modus ad valorem hunc irrationalem per numeros rationales 
proxime exprimendum , inveniri queat. Eli enim Vi — 1 
tam prope = , ut error fit infenfibilis : namque , radicem 

extrahendo , erit 

Vi — x = o, 41411356136, 
atque 

~ = 0 > 4 I 4 l8 57 I 4 l8 » 

ata ut error tantum iu partibus centefimis millefimis confiftat. 


37 7. Quemadmodum ergo fradiones cominus commodifli- 
piurn fuppeditant modum ad valorem V 1 appropinquandi, ira 

indidem 
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3*3 


indidem facillima via aperitur ad radices aliorum numerorum f. 
proxime inveftigandas. Ponamus huuc in finem 


a -f- 


“ + 


“ + 


a -f- &c. , 

erit x = — — & xx + i , unde fit x = — — a + 

V(i + a a ) = Harc ergo fradio conti- 

nua inferviet valori radicis quadrata; ex numero aa +4 inve- 
niendo. Hincque adeo fubftituendo loco a fucceflive nume- 
ros 1 , x , 3 , 4 , &c. , reperientur V 5 J V 3- ; V 1 3 ♦ V 5 ; 
V19 ; Vio ; V53 5 &c. , perdudis fcilicet his radicibus ad 
.formam fimpliciflimam : erit ergo 


± ± J_ 2 l _L _L_ fice — 


I 


1 


1 


* > 

* . 

* 1 

0 


1 


1 


2 

3 

t 

1 


1 


2 


3 » 

5 ’ 

8 

2 


2 


2 


* , 

* « 

a 

0 


1 


2 


1 

11 

11 

I 


1 


S 


11 * 

29 » 

70 

3 


3 


3 


3 * 

3 > 

3 • 

0 


1 


J_ 


IO 

33 

109 

1 


3 


10 


* 

I r**, 
1 

109 * 

360 

4 


4 


4 


4 » 

4 » 

4 

0 


1 


_4 


17 

71 

3°5 

i 


4 


J 7 


71 ’ 

305 » 

11^2 : 








&c. 



&c. 
, &c. 
, &c. 


V5 — t 
2 

V i — I 

Vli— i 


= V5 — i 


notandum autem eo promptiorem e(Te approximationem , quo 
major fuerit numerus a : fic in ultimo exemplo erit V 5 = 2. 
, ut error minor iit quam , uJai <473 cfl 

Jidl 7 A llOl C-17) 7 t if J 


5473 


denominator fequentis fradionis 


Euleri Introlufl. in Anal. infin. 


R r 
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3 r 4 DE FRACTIONIBUS 
t » b. I. 37 8. Hoc vero modo aliorum numerorum radices exhiberi 

nequeunt , nifi qui fint fumma duorum quadratorum. Ut igitur 
ha:c approximatio ad alios numeros extendatur , ponamus cfTe 


a + b 4- tu . ; 
erit 

r 1 v * 

— - I X — - • tdpnrrn^ /iv 


4— 1 = — . , — x — ideoque axx + ab x = b » 

+ 4+7 ab+ i+ax’ ^ 


x ——l b^y/(~bb + ^)==—^±^ll^k±Jf!Ll. Unde 

jam omnium numerorum radices inveniri poterunt. Sit , verbi 

gratia, a=z, b=y; entx— 5-XJ — 1 — == t-X — 

4 ^ 

at valorem ipfius x proxime exhibebunt fequentes fra&iones 
1 , 7,», 7 , i , 7 

i i. I iS Hi i32 

i * i * t j * 31 * »}9 * jio * ** 

Erit ergo proxime xrXtJj/7 — & y 7 — _ 

i, 6457516 ; at revera eft <i/j = x, 64575131 ; ita ut error 
minor fit quam . 

u KXOOOOO 

379. Progrediamur autem ulterius ponendo 


* a 4 " &C* r 

erit 

r t ^ I , ir-f-Sr-f-l 

^77- 1 

^ I . 

unde (ci-j- 1 ).v.v -j- (abe -j- a — b + c ) x = bc -J- 1 atepi© 
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abc a -f- b c - 4~ V 

* ~~ ' ilai+i ) ' 

ubi quantitas poft lignum radicale polita iterum eft fumma 
duorum quadratorum , neque ergo ha:c forma radicibus ex 
aliis numeris extrahendis infervit , nifi ad quos prima forma 
jam fuffecerat. Simili modo fi quatuor litterae a , b , c , d , 
continuo repetita; denominarores rra&ionis continuae conftituant , 
tum ea plus non inferviet quam fecunda , quae duas tantum 
litteras continebat , & ita porro. 

380. Cum igitur fra&iones continuae tam utiliter ad extrac- 
tionem radicis quadratae adhiberi queant, limul infervient aequa- 
tionibus quadratis refolvendis ; quod quidem ex iplo calculo 
eft manifeftum , dum x per aequationem quadraricam afFeCtam 
determinatur. Poteft autem viciflim facile cujufque aequationis 
quadrat* radix per fraCHonem continuam hoc modo exprimi. 
Sit propofita illa aequatio 

xx = ax + b , 


ex qua , cum fit x — a + — , fubfti tuatur in ultimo termino 
loco x valor idem jam inventus , eritque 



fimili ergo modo procedendo , erit per fractionem continuam 
infinitam 


&c. , 


quae autem , cum numeratores b non fint unitates , non tam 
commode adhiberi poteft. 

381. Ut autem ufus in arithmetica oflendatur, primum no- 
tandum eft omnem fractionem ordinariam in fraClionem coa- 
li r x 


C a r. 
XVIII. 


Itu. 


3 1 6 D £ FRACTIONIBUS 

L tinuam converti pofie. Sit enim propofita fra&io x = ~ T 

in qua fit A \ > B ; dividatur A per B , fitque quotus = a & 
refiduum C ; tum per hoc refiduum C dividatur prscedens 
divifor B , prodeatque quotus b & relinquatur refiduum D > 
per quod denuo procedens divifor C dividatur ; ficque ha:c 
operatio , qua: vulgo ad maximum communem diviforem nu- 
merorum A & B invelligandum ufurpari folet , continuetur „ 
donec ipfa finiatur ; fequenti modo 

B) A (c 
C ) B(b 
D)_C(c 
E )D(d 
E &c. r 

eritque per naturam divifionis 


A = oB -I - C y 
B ~ — bC E) i 

C = cD+ E s 

D = dE -J- F ; 


&c. 


unde d*. 

jf 

C' 


D 

77 

E 


&c. 


L C 

■ a + ~B »* 

, , r> c 

h + ~c ’ S 

„ , E 77 

C **" D ’ C 

j , F E 

d + T » -5 


&C- 


I 

c + ± 
D 

T ^ 


hinc , fequcntes valores in pratcedentibus fubftituendo , erit 

D a -f- 


A , C . t 

x== ~B = a+ -3 z=a + T+ 


C 


I 

b + 


- 4 -. E 

c +~D * 


unde tandem x per meros quotos inventos a, b , c , d , Sae.., 
fequentem in modum exprimetur , ut fit 


Digitized by Google 



CONTINUI S. 


3*7 


x — a + '- 


b + 


e +• 


C a r. 
XV11I. 


d -+- 


* 7 TV. 

ExEMPtUM I. 

Sic propofita ida fracffio , qtix fequenti modo in frac- 
tionem continuam tranfmutabitur , cujus omnes numeratores 
erunt unitates. Inftituatur fcilicet eadem operatio , qua maximus 
communis divifor numerorum 5 9 & 1461 quxri folet, 

59) 1461 ( 24 

11» 

281 

~45 ) 59 ( ' 

15- 

14 ) 45 ( 1 

_ 4 l 

3) >4 (4 
^0 3 ( r 
T ) 2 ( z- 


Hinc ergo ex quotis fiet 

H- + TT - !— L 


jffir 

~ 59 


3 -b 


4 4' 


1 + 2 

Exemplum 


I I. 


Fraftiones quoque decimales eodem modo tranfmutari pote- 
runt , fit enim propofita 

Vi = 1 , 414^356 = 

unde hxc operatio indituatur 


;ccoo 
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D E 


Li b. I, 


r R A c 

T I 0 N I B 

IOOCOOOOO 

81841711 

I 4 * 4 1I 35 6 

1 00000000 

17157188 
1411 3560 

41411356 

34314576 

1943718 

1438048 

7106780 

5837456 

505080 

418318 

1119314 
1010160 j 

&c. 

109164 


Ex qua operatione- jam patet omnes denominatores efle % , 
atque adeo elTe Vi = i + p £_ 


+ — r 


&c. 


cujus expreflionis ratio jam ex fuperioribus patet. 

Exemplum III. 

Imprimis vero etiam hic attentione dignus efl: numerus e , 
cujus logarithmus cft = i , qui eft e = 1, 718181818459 , 
unde oritur ^^ = 0,8591409141195 , qux fradiio decimalis, 
ft fuperiori modo tractetur , dabit quotos fequentes 


8591409141195 

IOOOOOOOOOOOOO I 

I 

845 1545146114 

8591409141195 j 

6 

1 39863996071 

1408590857704 

IO 

139311557916 

1 398639960710 

14 

55 * 43 8l 55 

9950896994 

18 

5 50114488 

9915886790 

11 

1113667 

15010104 



&c. 



fi itle calculus exa&ius adhuc , aflumto valore ipfius e , ulterius 
Continuetur , tum prodibunt illi quoti 

1,6, 10 , 14 , 18 , 11 , 16 , 30 , 34, &C. , 


r 
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-qui , demto primo , progreffioncm arithmeticam confutuunt , 
unde patet fore 


t — 1 
1 


.8 + 


i*4- 


tcc., 


cujus fradionis ratio ex calculo infinitefimali dari potefl. 


C a p. 
XVitl. 


381. Cum igitur ex hujufmodi expreflionibus fradiones erui 
queant , qua: quam citiflime ad verum valorcm exprcdionis 
deducant , hxc methodus adhiberi poterit ad fradiones deci- 
males per ordinarias fractiones , qux ad ipfas proxime accedant , 
exprimendas. Quin etiam , fi fradio fuerit propofita cujus 
numerator & denominator fint numeri valde magni , fradiones 
ex minoribus numeris conflantes inveniri poterunt qux , etiam fi 
propolitx non fint penitus xquales , tamen ab ea quam minime 
difcrepent. Hincque problema a Wallisi 6 olim tradatum 
facile refolvi potefl , quo quxruntur fradiones minoribus nume- 
ris cxprefix , qux tam prope exhauriant valorem fradionis 
cujufpiam in numeris majoribus propofita; , quantum fieri poterit 
numeris non majoribus. Fradiones autem noftra hac methodo 
ortx tam prope ad valorem fradionis continux , cx qua eli- 
ciuntur , accedunt , ut nullx numeris non majoribus conflantes 
dentur qux propius accedant. 

Exemplum T. 

Exprimatur ratio diametri ad gympheriam numeris tam exi- 
guis , ut accuratior exhiberi nequeat , nifi numeri majores 
adhibeantur. Si fradio decimalis cognita 
3* 14* 59 i<5 535 » 

modo expofito per divilionem continuam evolvatur , reperien- 
tur fequentes quoti 

3 j 7 » 15» t > 191 » ^ ^ > &c . , 

ex quibus fequentes fradiones formabuntur , 

-L JL Hi 'ili IO ’W c 

o * 1 ’ 7" 5 105 ‘ 113 * 3310* ’ c ’ ’ 


3*0 DE FRACTIONIBUS CONTINUIS. 

1 »■ I- fecunda fraclio jam oflendit effe diametrum ad peripheriam 
m 1:3, neque certe numeris non majoribus accuratius dari 
poterit. Tcnia fractio dat rationem Archimedeorn 7 : 2.2 , at 
quinta Metianam qui ad verum tam prope accedit, ut error 

minor fit parte — Ceterum h$ fra< 51 ioncs alterna tim 

vero lunt majores mmorelque. 


Exemplum II. 


Exprimatur ratio diei ad annum folarent medium in numeris 
minimis proxime. Cum annus ille fit 3 5*, 48', 55", 
continebit in fradtione annus unus 26? ^— 3 - dies. Tantum 

■> ’ 86^CO 

ergo opus efl: ut hic fra&io evolvatur , qua: dabit fequentes 


quotos 


• 1. . • . 

» 7» * * ^ ^ » 2-Ji 

unde illi eliciuntur fraiffiones 


— JL 7_ 8 w i8t o 

1 ’ 4 » 29 » 5) ' 227 * 160 ’ >47 < 

Hora: ergo cum minutis primis & fecundis, qui fupra 36$ 
dies adliint , quatuor annis unum diem circiter faciunt, unde 
calendarium Julianum originem habet. Exactius autem 33 annis 
8 dies implentur , vel 747 annis 181 dies unde fequitur 
quadringentis annis abundare 97 dies. Quare , cum hoc inter- 
vallo calendarium Julianum inferat ico dies , Gregorianus qua- 
ternis feculis tres annos bilfAtiles in communes convertit. 


FINIS TOMI TRIMI. 


£o<U«& 
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